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1. Teorie mno¾in� 1.1. Naivní teorie mno¾in(1) Cantor, 19. století(2) Vy
hází z pøedstavy, ¾e ka¾dý objekt je mno¾ina.V naivní teorii mno¾in se brzy do¹lo k tzv. paradoxùm. Ve skuteènosti to nejsou paradoxy,nebo» paradox je þneuvìøitelné, leè pravdivé tvrzeníÿ, ale zde jde skuteènì o spory v pravémslova smysluI 1.1.1. Pøíklad (Cantorùv paradox). Ne
h» U je mno¾ina v¹e
h mno¾in a P (U) =fx jx � Ug její potenèní mno¾ina (mno¾ina v¹e
h její
h podmno¾in. Potom nebo» P (U) � U ,je jUj � jP (U)j (exaktní de�ni
e velkosti mno¾iny je dále). Souèasnì v¹ak 8M(jP (M)j > jM j),tedy i jUj � jP (U)j, 
o¾ je spor.I 1.1.2. Pøíklad (Russelùv paradox). 2 pøedpoklady:(1) ka¾dý výrok V (x) de�nuje mno¾inu;(2) o ka¾dém prvku lze rozhodnout, zda do mno¾iny patøí, èi nikoli.Potom de�nujme x := fy j y =2 yg. Dále x 2 x ) x =2 x a zároveò x =2 x ) x 2 x, 
o¾ jespor.I 1.1.3. Pøíklad (sémanti
ké paradoxy). Napø. paradox Kré»ana: þV¹i
hni Kré»ani jsoulháøi.ÿ V této podobì v¹ak nefunguje a je tøeba jej poupravit: þTeï l¾u.ÿ� 1.2. Axiomati
ká teorie mno¾inTeorie mno¾in má 2 axiomatiky, které jsou v¹ak ekvivalentní:(1) Zermelova-Fraenkelova axiomatika (oznaèovaná ZF)(2) G}odelova-Bernaysova axiomatika;My budeme pra
ovat s Zermelovou-Fraenkelovou axiomatikou, je¾ vznikla v ro
e 1908.I 1.2.1. Axiom (A0. Axiomy rovnosti).(1) 8x(x = x);(2) 8x8y(x = y ) y = x);(3) 8x8y8z((x = y ^ y = z)) x = z);(4) 8x8y�x = y ) �(8u(u 2 x, u 2 y)) ^ 8u(x 2 u, y 2 u)��.I 1.2.2. Axiom (A1. Axiom existen
e). 9x(x = x).1



I 1.2.3. Axiom (A2. Axiom extenzionality). 8x8y�x = y , 8u(u 2 x, u 2 y)�.I 1.2.4. Axiom (A3. Axiom dvoji
e). 8x8y9z8u�u 2 z , (u = x _ u = y)�.I 1.2.5. Defini
e. Uspoøádaná dvoji
e hx; yi := ffxg; fx; ygg.Uspoøádaná n-ti
e hx1; : : : ; xni := hx1; hx2; : : : ; xnii.I 1.2.6. Axiom (A4. Axiom sjedno
ení (sumy). ) 8x9z8u�u 2 z , 9y(u 2 y ^ u 2 x)�.I 1.2.7. Defini
e. Sumu systému x znaèíme z = Sx.I 1.2.8. Axiom (A5. S
hema axiomù vydìlení). Ne
h» F [u℄ je formule s volnou promìnnouu, je¾ neobsahuje z. Potom axiomem je 8x9z8u�u 2 z , (u 2 x ^ F [u℄)�.I 1.2.9. Pøíklad.(1) F = pu 2 yq ! prùnik z =: x \ y.(2) F = pu =2 yq ! rozdíl z =: x n y.(3) F = pu 6= uq ! existen
e prázdné mno¾iny z =: ;.I 1.2.10. Axiom (A6. Axiom poten
e). 8x9z8u(u 2 z , u � x).I 1.2.11. Defini
e. Potenèní mno¾inu mno¾iny x znaèíme z = P (x).I 1.2.12. Axiom (A7. Axiom nekoneèna). 9z�; 2 z ^ 8x(x 2 z ) x [ fxg 2 z)�.I 1.2.13. Pøíklad. P (;) = f;g. P (f;g) = f;; f;gg. P (f;; f;gg) = f;; f;g; ff;gg; f;; f;ggg.Tato posloupnost mno¾in umo¾òuje de�novat pøirozená èísla (s nulou) jako mno¾iny.I 1.2.14. Axiom (A8. Axiom fundovanosti). 8x�x 6= ; ) 9z(z 2 x ^ z \ x = ;)�.I 1.2.15. Dùsledek. 8y(y =2 y).I 1.2.16. Axiom (A9. Axiom výbìru). Nezaøazuje se do ZF axiomatiky, pokud jej zahrneme,pou¾íváme oznaèení ZFC (þCÿ oznaèuje þaxiom of Choi
eÿ).I 1.2.17. Defini
e (tøídy v Z-F axiomati
e).(1) Ka¾dá formule F [u℄ de�nuje tøídu Z = fu jF [u℄g.(2) Tøídy znaèíme velkými písmeny.(3) Ka¾dá mon¾ina je tøída x = fu ju 2 xg.(4) Tøída, která není mno¾inou, se nazývá vlastní tøída.(5) U := fu j u = ug nazýváme universum a je to vlastní tøída.2



I 1.2.18. Poznámka (G}odelova-Bernaysova axiomatika).(1) Prvotním pojmem je tøída.(2) Mno¾ina je taková tøída, která je prvkem jiné tøídy.(3) Tøída, který není mno¾inou, je vlastní tøída.(4) Obì teorie jsou ekvivalentní.� 1.3. Kartézský souèinI 1.3.1. Defini
e. Mìjme 2 tøídy X, Y . TøíduX � Y := fhu; vi ju 2 X ^ v 2 yg = fz j 9u9v(z = hu; vi ^ u 2 X ^ v 2 Y )gnazveme kartézský souèin X a Y .I 1.3.2. Lemma. Jsou-li x a y mno¾iny, pak i kartézský souèin x� y je mno¾ina.Æ Dùkaz. u 2 x ^ v 2 y =) u; v 2 X [ Y =) fug; fu; vg 2 P (x [ y) =) z 2P (P (x [ y)) =) x � y = fz 2 P (P (x [ y)) j 9u9v(z = hu; vi ^ u 2 x ^ v 2 y)g, tedy podles
hematu axiomu vydìlení je x� y mno¾ina. �2. Rela
eI 2.0.1. Defini
e. Ne
h» M1; : : : ;Mn jsou libovolné mno¾iny Potom libovolné � �M1�� � ��Mn nazveme n-ární rela
í na M1 � � � � �Mn a èíslo n aritou rela
e �.I 2.0.2. Defini
e.(1) Ka¾dé R �M2 nazýváme binární rela
e na M2.(2) R�1 := fha; bi j hb; ai 2 Rg je inverzní rela
e k R.(3) R Æ S = RS := fha; 
i j 9b 2M(ha; bi 2 R ^ hb; 
i 2 S)g je souèin rela
í.(4) DM = fha; ai j a 2Mg je diagonála.I 2.0.3. Defini
e. De�nujeme obe
né vlastnosti, pøedpokládáme platnost výrokù pro v¹e
hnaa; b; 
 2M . Rela
e je:(1) re
exivní () ha; ai 2 R () DM � R;(2) transitivní () ha; bi 2 R ^ hb; 
i 2 R) ha; 
i 2 R () RR � R;(3) symetri
ká () ha; bi 2 R, hb; ai 2 R () R�1 = R;(4) slabì antisymetri
ká () ha; bi 2 R ^ hb; ai 2 R) a = b () R�1 \R � DM ;(5) silnì antisymetri
ká () ha; bi 2 R) hb; 
i =2 R () R�1 \R = ;;(6) tri
hotoni
ká () ha; bi =2 R) (hb; ai 2 R _ a = b) () R�1 [ R [DM = M2;3



I 2.0.4. Defini
e. Rozli¹ujeme následují
í typy rela
í:(1) ekvivalen
e (zn. �) je re
exivní, transitivní a symetri
ká. Ekvivalen
e rozdìluje mno¾inuna tøídy ekvivalen
e. Mno¾ina M=� v¹e
h tøíd ekvivalen
e se nazývá faktorová mno¾inanebo té¾ faktor-mno¾ina M podle �.(2) uspoøádání (zn. �) je rela
e re
exivní, transitivní a slabì antisymetri
ká.(3) ostré uspoøádání (zn. <) je rela
e transitivní a silnì antisymetri
ká. Platí:a � b, a = b _ a < b;a < b, a 6= b ^ a � b:(4) úplné uspoøádání (lineární uspoøádání) je rela
e tri
hotoni
ká (ka¾dé dva prvky jsousrovnatelné), slabì antisymetri
ká, transitivní a re
exivní.3. Uspoøádané mno¾iny� 3.1. Uspoøádané mno¾iny. Øetìz
eI 3.1.1. Defini
e.(1) Mno¾ina M s uspoøádáním � se nazývá uspoøádaná mno¾ina (M;�).(2) Pøirozeným zpùsobem jsou na M de�novány opera
e �, <, >.(3) Ne
h» R �M je úplnì uspoøádaná, pak ji nazveme rìtìz
em.I 3.1.2. Defini
e. Ne
h» (M;�) je uspoøádaná mno¾ina, a 2M . Pak a je:(1) nejvìt¹í prvek (poslední prvek) () (8x 2M)(x � a);(2) nejmen¹í prvek (první prvek) () (8x 2M)(x � a);(3) maximální prvek () (8x 2M)(x � a) x = a);(4) minimální prvek () (8x 2M)(x � a) x = a).I 3.1.3. Lemma.(1) Je-li a 2 M poslední, je maximální.(2) Je-li a 2 M první, je minimální.I 3.1.4. Pøíklad.(1) (N ; j ). Rela
e þdìlíÿ: a j b, (9
 2 Z)(b = a
). První prvek je 1, poslední není.(2) (N0 ; j ). Prvním prvkem zùstává 1, ale posledním je 0, nebo» n j 0 pro v¹e
hna 
elá èísla.(3) (N r f1g; j ). Nemá nejmen¹í, ale má minimální { jsou to v¹e
hna prvoèísla.4



I 3.1.5. Defini
e. Ne
h» (M;�) je uspoøádaná mno¾ina, N �M . Pak:(1) z 2M je horní závora podmno¾iny N () (8x 2 N)(x � z).(2) z 2M je dolní závora podmno¾iny N () (8x 2 N)(x � z).(3) N je shora omezená () existuje horní závora N .(4) N je zdola omezená () existuje dolní závora N .I 3.1.6. Defini
e. Ne
h» (A;�) a (B;�) jsou 2 uspoøádané mno¾iny, f : A! B. Pak øekneme,¾e f je izotonní (izotonie) () (8x; y 2 A)�x � y ) f(x) � f(y)�.I 3.1.7. Defini
e. Ne
h» (A;�) a (B;�) jsou 2 uspoøádané mno¾iny. Pak:(1) f : a! b je izomor�zmus, pokud je bijektivní a f i f�1 jsou izotonní, tj.(8x; y 2 A)�x � y , f(x) � f(y)�:(2) A a B jsou izomorfní (znaèíme A �= B), pokud existuje izomor�smus A! B.� 3.2. Ekvivalen
e, subvalen
e mno¾inI 3.2.1. Defini
e.(1) Øekneme, ¾e M a N jsou ekvivalentní (ekvipotenèní) () existuje bijek
e M na N .Znaèíme M � N .(2) Øekneme, ¾e M je subvalentní N () existuje injek
e (prosté zobrazení) M do N .Znaèíme M 4 N .(3) Øekneme, ¾e M je ostøe subvalentní N () M 4 N ^M 6� N . Znaèíme M � N neboM � N .I 3.2.2. Poznámka.(1) � je ekvivalen
e.(2) Tøídám ekvivalen
e U=� pøiøazujeme kardinální èíslo.(3) 4 není uspoøádání, nebo» A 4 B ^ B 4 A) A � B, nikoli A = B. Lze tedy uspoøádatkardinální èísla.I 3.2.3. Vìta (Cantor, Bernstein). Ne
h» M a N jsou libovolné mno¾iny. PakM 4 N ^ N 4M ) M � N:
5



Æ Dùkaz. Víme, ¾e existují injek
e f : M ! N a g : M ! N . Oznaème N1 := f(M), M1 :=g(N), N 01 := N rN1, M 01 := M rM1. Pak f :M bij.�! N1 a g : N bij.�!M1.De�nujme posloupnost xn následovnì:(1) x1 2 M ;(2) pokud x1 2 M1, de�nuji x2 := g�1x1, jinak je x1 poslední v posloupnosti;(3) pokud x2 2 N1, de�nuji x3 := f�1x2, jinak je x2 poslední v posloupnosti;(4) . . .Posloupnost je jednodu¹e rekurentní (ka¾dý prvek závisí pouze na nejbli¾¹ím pøed
hozím),tedy se mno¾ina M direktnì rozkládá na 3 podmno¾iny:(1) x 2MM �M , pokud poslední èlen posloupnosti obsahují
í x je v M ;(2) x 2MN � M , pokud poslední èlen posloupnosti obsahují
í x je v N ;(3) x 2M1 �M , pokud je posloupnost obsahují
í x nekoneèná.Obdobnì de�nujeme NM , NN a N1.Potom nutnì N 01 � NN a tedy platí, ¾e f=MM : MM ! NM je prosté, proto¾e f je prosté, ana, proto¾e NM � f(M). Obdobnì g=NN : NN bij.�! MN a koneènì f=M1 : M1 bij.�! N1. TedyMM � NM ; MN � NN a M1 � N1, z èeho¾ díky disjunktnosti rozkladù plyne M � N . �I 3.2.4. Vìta (Cantor). M � P (M) :Æ Dùkaz.(M 4 P (M)) Polo¾me f(x) := fxg.(M 6� P (M)) Dùkaz sporem. Pøedpokládejme, ¾e M � P (M).Pak (9g :M bij:�! P (M)). Oznaème D := fx 2M j x =2 g(x)g, d = g�1(D). Pak� d 2 D) d =2 g(d) = D;� d =2 D) d 2 g(d) = D,
o¾ je spor. (Tento typ dùkazu se nazývá Cantorùv diagonální argument.) �� 3.3. Úplnì uspoøádané mno¾inyI 3.3.1. Defini
e. Ne
h» (A;�), (B;�) jsou 2 úplnì uspoøádané mno¾iny a ne
h» A je izo-morfní s B. Potom øekneme, ¾e A je podobná B (rela
e podobnost; znaèíme A �= B), pokudexistuje zobrazení f : A! B nazývané podobnost, které je bijektivní a izotonní.I 3.3.2. Lemma. Podobnost je ekvivalen
e na tøídì v¹e
h úplnì uspoøádaný
h mno¾in.6



Æ Dùkaz.(re
exivita) Podobností je identita.(symetrie) Podobností g : B ! A je inverzní zobrazení k podobnosti f : A! B.(transitivita) existen
e podobností f : A ! B a g : B ! C zaji¹»uje existen
i podobnostih : A! C, h = g Æ f . �I 3.3.3. Defini
e. Ordinální typ je 
harakteristi
ká vlastnost tøíd ekvivalen
e na v¹e
h úplnìuspoøádaný
h mno¾iná
h podle �=. Znaèí se ordA.I 3.3.4. Pøíklad.(1) ord ; =: 0.(2) Ne
h» K je úplnì uspoøádaná a jKj = k 2 N . Pak ordK =: k. (Jednoznaènost lze ukázatmatemati
kou induk
í, ka¾dá má první prvek)(3) ord (N ;�) =: !.I 3.3.5. Vìta. Ne
h» A a B jsou podobné mno¾iny. Pak má-li A první prvek, má jej i B.Æ Dùkaz. Ne
h» p je první v A a f : A ! B je podobnost. Uká¾eme, ¾e f(p) je první v B, tj.(8y 2 B)(9x 2 A)(y = f(x)). Ale p je první v A, tedy x � p ) y = f(x) � f(p). �I 3.3.6. Pøíklad.(1) S = f2n jn 2 Ng �= N , f : S ! N , f(x) = x=2.(2) N0 �= N , f(x) = x+ 1.(3) (Z;�) � (N ;�), nebo» N má první a Z nikoliv, ale Z � N .I 3.3.7. Defini
e. Øekneme, ¾e úplné uspoøádání (M;�) je husté, právì kdy¾:(8x; y 2M;x < y)(9z 2M)(x < z < y):I 3.3.8. Pøíklad.(1) (Z;�) není husté uspoøádání.(2) (Q ;�) je husté uspoøádání.I 3.3.9. Vìta. Libovolná spoèetná hustì uspoøádaná mno¾ina, která nemá ani první, ani po-slední prvek, je podobná (Q ;�).I 3.3.10. Defini
e. Ne
h» A je úplnì uspoøádaná mno¾ina, a 2 A. Pak úsekem mno¾iny Aurèeným prvkem a rozumíme Aa := fx 2 A j x < ag.7



I 3.3.11. Vìta.(1) Je-li a první v A, pak Aa = ;.(2) Je-li a poslední v A, pak Aa = Ar fag.(3) Ze 2 rùzný
h úsekù mno¾iny A je jeden úsekem druhého.(4) a � b () Aa � Ab.(5) (fAa j a 2 Ag ;�) je úplnì uspoøádaná mno¾ina.(6) (fAa j a 2 Ag ;�) �= (A;�).� 3.4. Dobré uspoøádáníI 3.4.1. Defini
e. Øekneme, ¾e mno¾ina M je dobøe uspoøádaná, má-li libovolná neprázdnápodmno¾ina M první prvek.I 3.4.2. Vìta. Dobré uspoøádání je úplné.Æ Dùkaz. Mìjme libovolné a; b 2 M , a 6= b. Pak mno¾ina fa; bg � M má první prvek, a tedya < b nebo b < a. �I 3.4.3. Vìta.(1) Neprázdná dobøe uspoøádaná mno¾ina má první prvek.(2) Libovolná podmno¾ina dobøe uspoøádané mno¾iny je dobøe uspoøádaná.(3) Mno¾ina podobná dobøe uspoøádané mno¾inì je dobøe uspoøádaná. (Dobøe uspoøádanémno¾iny mají tedy vlastní tøídy ekvivalen
e podle �= a jeji
h ordinální typ nazývámeordinální èíslo.)(4) Libovolný prvek dobøe uspoøádané mno¾inyM , který není poslední (poslední v¹ak nemusíexistovat), má následníka, tj.(8x 2M;x není poslední)(9y 2M)(8z 2M)(z � x _ z � y):I 3.4.4. Pøíklad. Mìjme (Z;4) s uspoøádáním de�novaným následovnì:(1) x; y � 0 x � y , x < y;(2) x; y < 0 x � y , �x < �y;(3) x < 0 � y y � x.Pak ord (Z;4) = ! + ! 6= !.I 3.4.5. Axiom (A9. Axiom výbìru). Na libovolnémM 6= ; existuje selektor (výbìrová funk
e)� : P (M)r f;g !M a platí: (8A �M;A 6= ;)(�(A) 2 A).8



I 3.4.6. Defini
e. Zermelova-Frankelova axiomatika s axiomem výbìru se oznaèuje ZFC.I 3.4.7. Vìta (Zermelo, v ZFC). Na libovolné mno¾inì existuje binární rela
e, která jejejím dobrým uspoøádáním.I 3.4.8. Vìta (v ZFC). Ne
h» M je úplnì uspoøádaná mno¾ina. Pak následují
í výroky jsouekvivalentní:(1) M je dobøe uspoøádaná;(2) na M platí indukèní podmínka:�8N �M��8x 2M�8y 2M(y < x) y 2 N)) x 2 N�) N = M�;(3) na M platí podmínka koneènosti klesají
í
h øetìz
ù (ka¾dý ostøe klesají
í øetìze
 má ko-neènou délku).Æ Dùkaz. Pro M = ; je dùkaz triviální. Tedy ne
h» M 6= ;.(1) 2) Dùkaz sporem. Ne
h» (9N �M)(8x 2M(8y 2M(y < x) y 2 N)) x 2 N)^N  M). M je dobøe uspoøádaná, tedy má první prvek p a podle pøedpokladu (neexistujey < p) je p 2 N , tedy N 6= ;. Dále M rN 6= ; (N je vlastní podmno¾ina), tedy existujeprvní prvek q 2M rN . Potom (8y < q)(y 2 N) ) q 2 N , 
o¾ je spor s q 2M rN .(2) 3) Ne
h» N je mno¾ina v¹e
h z 2 M , pro které neexistuje nekoneèný ostøe klesají
íøetìze
 zaèínají
í v z.(3) 1) Doká¾eme sporem. Ne
h» M není dobøe uspoøádaná, tedy ne
h» existuje neprázdnáN �M , která nemá první prvek. Pak pro libovolné a 2 N je úsek Na neprázdný (jinak bya byl první prvek) a podle axiomu výbìru (9� : P (N)r f;g ! N)(�(x) 2 x). De�nujmeposlounost (ak)11 následovnì: a1 := �(N); ak+1 := �(Nak). Protoøe Na je neprázdná prov¹e
hna a a ak+1 < ak (vlastnost úseku), je (ak) nekoneèný ostøe klesají
í øetìte
, 
o¾ jespor. �I 3.4.9. Vìta. Upoøádaná mno¾ina (N ;�) je uspoøádaná dobøe.I 3.4.10. Vìta. Ne
h» A je dobøe uspoøádaná mno¾ina, B � A, B �= A, f : A ! B jepodobnost. Pak (8x 2 A)(f(x) � x).Æ Dùkaz. Oznaème M := fx 2 A j f(x) < xg. Uká¾eme sporem, ¾e M je prázdná.Ne
h» M 6= ;. Pak M � A, tedy má první prvek p. Platí f(p) < p, tedy z izotonie f jef(f(p)) < f(p) a tedy f(p) je prvek M men¹í ne¾ p, 
o¾ je spor. �I 3.4.11. Vìta. Ze 2 dobøe uspoøádaný
h mno¾in je v¾dy jedna podobná druhé nebo jejímuúseku. 9



I 3.4.12. Vìta (prin
ip maximality, Zornovo lemma, Kuratowského lemma). Ne
h»(M;�) je uspoøádaná mno¾ina. Pak má-li libovolný øetìze
 zM horní závoru vM , pak libovolnýprvek a 2M je srovnatelný s nìjakým maximálním prvkem vM . (A tedy existuje alespoò jedenmaximální prvek v M .)I 3.4.13. Vìta (spe
iální pøípad Zornova lemmatu). Ne
h» (S;�) je systém mno¾inuspoøádaný inkluzí. Pokud pro ka¾dý øetìze
 R z S je SR 2 S, pak (8A 2 S)(9B 2S; B maximální)(A � B).I 3.4.14. Vìta. Subvalen
e je tri
hotoni
ká na tøídì v¹e
h mno¾in (tj. libovolné 2 prvky jsousrovnatelné).Æ Dùkaz. Mìjme 2 neprázdné mno¾iny A;B 2 U . OznaèmeM mno¾inu v¹e
h prostý
h zobrazeníz A do B, tedyM = nf ��� f : (A) inj:�! Bo. Ka¾dé f je spe
iální podmno¾ina A�B, tedy (M;�)je uspoøádání. Ne
h» R � M je øetìze
. Oznaème g := SR Uká¾eme, ¾e g 2M . �(g je zobrazení) Ne
h» ha; b1i; ha; b2i 2 g. Pak (9f1; f2 2 R)�ha; b1i 2 f1; ha; b2i 2 f2�. Bezújmy na obe
nosti je f1 � f2 a tedy ha; b1i ; ha; b2i 2 f2, tedy (nebo» f2 je zobrazení)b1 = b2.(g je injek
e) Vezmeme ha1; bi; ha2; bi 2 g. Stejným postupem dostaneme a1 = a2.Tedy v M existuje maximální prvek f . Uká¾eme, ¾e je buïto def f = A nebo f(A) = B.Ne
h» (9a 2 A)(a =2 def f) a (9b 2 B)(f�1(fbg) = ;). Pak f 0 := f [ ha; bi je bijek
e z A do Ba f 4 f 0, 
o¾ je spor s maximalitou f .I 3.4.15. Vìta. Libovolný netriviální vektorový prostor V má (koneènou nebo Hammelovu)bázi.Æ Dùkaz. Oznaème S systém v¹e
h lineárnì nezávislý
h podmno¾in V uspoøádaný inkluzí. Uká-¾eme, ¾e pro libovolný øetìze
 R = fAi j i = 1; : : : ; n;1g � S je A := SR 2 S. Mìjmì ko-neènou lineární kombina
iPkj=1 �jaj prvkù z A. Pro ka¾dé aj existuje Aij takové, ¾e aj 2 Aij .Oznaème im = maxj2bk ij. Pak (8j 2 bk)(aj 2 Aim 2 S), tedy Pkj=1 �jaj = 0 , (8j)(�j = 0),
o¾ znamená, ¾e A 2 S. Tedy podle Zornova lemmatu existuje maximální prvek B 2 S.Uká¾eme, ¾e B� = V . Zjevnì B� � V , tedy zbývá ukázat, ¾e generuje: Vezmìme v 2 V rB.Pak B[fvg ! B je lineárnì závislá (jinak by B nebyla maximální v S). Tedy existuje koneènálineární kombina
e z B[fvg a nutnì je koe�
ient u v nenulový (jinak by kombina
e byla nulováa z B, ale B je lineárnì nezávislá). Tedy v 2 B�. �I 3.4.16. Vìta (Hausdorffùv prin
ip, v ZFC). V libovolné uspoøádané mno¾inì je ka¾dýøetìze
 èástí nìjakého maximálního øetìz
e (ve smyslu inkluze).I 3.4.17. Vìta. V ZF axiomati
e jsou následují
í výroky ekvivalentní:(1) axiom výbìru;(2) prin
ip dobrého uspoøádání (Zermelova vìta);10



(3) prin
ip maximality (Zornovo lemma);(4) Hausdor�ùv prin
ip.� 3.5. Uspoøádání kartézského souèinuI 3.5.1. Defini
e. Ne
h» (A;�), (B;�), A� B = fha; bi j a 2 A; b 2 Bg.Pak de�nuji lexikogra�
ké uspoøádání:ha; bi � h
; di () (a < 
 _ (a = 
 ^ b � d)):I 3.5.2. Lemma. Jsou-li A, B dobøe uspoøádané, pak i lexikogra�
ké uspoøádání na A� B jedobré.Æ Dùkaz. Ne
h» ; 6= M � A�B. Polo¾meMA := fa 2 A j (9b 2 B)(ha; bi 2M)g. ; 6= MA � A,tedy má první prvek p. Polo¾me MB := fb 2 B j hp; bi 2Mg. ; 6= MB � B, tedy má prvníprvek q.Uká¾eme, ¾e (8 ha; bi 2 M)(hp; qi � ha; bi). Z de�ni
e MA je p � a a pokud p = a, jez de�ni
e MB q � b. �I 3.5.3. Defini
e. Ne
h» A, B jsou dobøe uspoøádané mno¾iny, � = ordA, � = ordB. De�-nujeme souèin ordinální
h èísel: � � � := ord(B � A):I 3.5.4. Pøíklad.(1) ordN = !.(2) ! � ! = ord(N � N) =: !2.(3) ! � 2 = ord(fa; b; a < bg � N) = ! + ! 6= !.(4) 2 � ! = ord(N � fa; bg) = ordN = !. Tedy ! � 2 6= 2 � !.I 3.5.5. Defini
e. Ne
h» S = fAi j i 2 Ig je systém po dvou disjunktní
h mno¾in (disjunkt-nost lze zaruèit polo¾enín A0i := fig � Ai. Ne
h» (I;�I) je uspoøádání, stejnì tak pro v¹e
hnai 2 I je (Ai;�i) uspoøádání. Pak de�nujeme uspoøádané sjedno
ení uspoøádaný
h mno¾in namno¾inì A = SS. Ne
h» a; b 2 A, a 2 Ai, b 2 Bj. Paka � b, (i <I j _ (i = j ^ a �i b)):I 3.5.6. Lemma. Usporádání � na A je úplné/dobré, pokud �I i v¹e
hna �i jsou úplná/dobrá.Æ Dùkaz. Obdobnì jako pro kartézský souèin �I 3.5.7. Defini
e. Ne
h» A1, A2 jsou dobøe uspoøádané mno¾iny, � = ordA1, � = ordA2.De�nujeme souèet ordinální
h èísel:� + � := ord[fA1; A2g:11



I 3.5.8. Pøíklad.(1) 1 + ! = ordSfA1 = fag;A2 = Ng = !:(2) ! + 1 = ordSfA1 = N ;A2 = fagg 6= !:4. AlgebraI 4.0.1. Defini
e. Ne
h» n 2 N0 .(1) Pak n-ární algebrai
kou opera
í na M 6= ; rozumíme libovolnou (n+ 1)-ární rela
i ! naM , která splòuje podmínku jednoznaènosti:�8x1; : : : ; xn; y; z 2M���(x1; : : : ; xn; y) 2 ! ^ (x1; : : : ; xn; z) 2 !�) y = z�:(2) Èíslo n nazýváme arita nebo èetnost opera
e !.(3) Poznámka: ! � Mn+1. Podmínka jednoznaènosti vyjadøuje, ¾e ! je zobrazení Mn !M .(4) Pro n = 0 øíkáme, ¾e ! je nulární a ! je jednoprvková mno¾ina.(5) Pro n = 1 øíkáme, ¾e ! je unární.(6) Pro n = 2 øíkáme, ¾e ! je binární a znaèíme !(x1; x2) =: x1!x2.(7) Pro n = 3 øíkáme, ¾e ! je ternární.I 4.0.2. Defini
e.(1) Algebra je uspoøádaná dvoji
e A = (M;
), kde M 6= ; je nosiè algebry A a 
 jeneprázdná mno¾ina algebrai
ký
h opera
í.(2) Pro nosiè pou¾íváme znaèku M =: A�, ale èasto také jen M =: A.(3) Je-li 
 koneèná, 
 = f!1; : : : ; !kg, znaèíme A = (M;!1; : : : ; !k).(4) Je-li M koneèná, pak poèet prvkù M znaèíme jM j a nazýváme jej øád algebry A.5. Teorie grup� 5.1. Grupoid. PologrupaI 5.1.1. Defini
e. Algebru G = (M;!) s binární opera
í ! nazýváme grupoid. Opera
i !obvykle znaèíme �, a øíkáme multiplikativní grupoid, nebo +, a øíkáme aditivní grupoid.I 5.1.2. Defini
e. Grupoid G = (M; �) je pologrupa, platí-li aso
iativní zákon: (8a; b; 
 2M)((ab)
 = a(b
)).I 5.1.3. Defini
e. De�nujeme standardní souèin: (a1) = a1; (a1a2) = a1 �a2; (a1 : : : an an+1) =(a1 : : : an)an+1. 12



I 5.1.4. Lemma. Platí-li aso
iativní zákon, pak platí i zobe
nìný aso
iativní zákon:�8m;n 2 N��8ai 2M��(a1 : : : am)(am+1 : : : am+n) = (a1 : : : am+n)�:Æ Dùkaz. Dùkaz provedeme matemati
kou induk
í podle n.(n = 1) Plyne z de�ni
e standardního souèinu.(n! n+ 1) (a1 : : : am)(am+1 : : : am+n am+n+1) = (a1 : : : am)((am+1 : : : am+n)am+n+1) =((a1 : : : am)(am+1 : : : am+n))am+n+1 = (a1 : : : am+n)am+n+1 = (a1 : : : am+n+1). �I 5.1.5. Defini
e. Grupoid G = (M; �) je komutativní grupoid, platí-li komutativní zákon:(8a; b 2M)(ab = ba).I 5.1.6. Defini
e. Sn je mno¾ina v¹e
h permuta
í mno¾iny bn.I 5.1.7. Lemma. V komutativní pologrupì platí zobe
nìný komutativní zákon:(8n 2 N)(8� 2 Sn)(a1 : : : an = a�(1) : : : a�(n))Æ Dùkaz. Platí, ¾e ka¾dé � 2 Sn je koneèným slo¾ením sousední
h transpozi
í. �I 5.1.8. Defini
e. V pologrupì de�nujeme pro a 2M a n 2 N0 pøirozenou mo
ninu:an := a � a � � � � � a| {z }n-krát :V multiplikativní pologrupì pou¾íváme oznaèení n� a.I 5.1.9. Pøíklad.(1) Èíselné pologrupy: nosièem je v¾dy podmno¾ina C , opera
e jsou pøirozené opera
e naèísle
h, tj. (+) nebo (�).(a) (Z;+) je komutativní pologrupa nazývaná aditivní pologrupa 
elý
h èísel.(b) (Z; �) je komutativní pologrupa nazývaná multiplikativní pologrupa 
elý
h èísel.(
) (N ; �) je komutativní pologrupa.(2) (Z;�) je grupoid.(3) Ne
h» A 6= ; a M = ff : A ! Ag a ! = Æ je opera
e slo¾ení zorazení. Pak (M; Æ) jepologrupa (nekomutativní) a nazývá se symetri
ká pologrupa na A.(4) (C n;n ; �) je pologrupa (nekomutativní).I 5.1.10. Defini
e. Neutrálním prvkem grupoiduG = (M; �) rozumíme libovolný prvek e 2Mtakový, ¾e (8a 2 M)(ea = ea = a). Obyèejnì znaèíme v multiplikativním grupoidu e =: 1 anazýváme jednotka a v aditivním e =: 0 a nazýváme nula.13



I 5.1.11. Lemma. Grupoid má nejvý¹e jeden neutrální prvek.Æ Dùkaz. Ne
h» e1, e2 jsou neutrální prvky. Pak e1 = e1e2 = e2. �I 5.1.12. Defini
e. Ne
h» G = (M; �) je grupoid s jednotkou. Inverzním prvkem k a 2 M jeprvek a�1 takový, ¾e a�1a = aa�1 = 1.I 5.1.13. Lemma. V pologrupì s jednotkou má ka¾dý prvek nejvý¹e jeden inverzní.Æ Dùkaz. Ne
h» a1 a a2 jsou inverzní k a. Pak a1 = a11 = a1(aa2) = (a1a)a2 = a2. �I 5.1.14. Defini
e. Prvky, ke kterým existuje inverzní prvek, se nazývají invertibilní neboregulární. V multiplikativním grupoidu pou¾íváme název opaèný prvek a znaèku �a.I 5.1.15. Defini
e. Øekneme, ¾e v grupoidu G = (M; �) lze dìlit, platí-li, ¾e(8a; b 2M)(9x; y 2M)(ax = b ^ ya = b):I 5.1.16. Defini
e. Øekneme, ¾e v grupoidu G = (M; �) lze krátit, platí-li, ¾e(8a; b; 
 2M)�(a
 = b
 _ 
a = 
b)) a = b�:I 5.1.17. Pøíklad. V pologrupì (N ;+) lze krátit, nebo» a+ 
 = b+ 
) a = b, ale nelze dìlit,nebo» a + x = b nemá v¾dy øe¹ení. Má tedy smysl pojmy zavádìt nezávisle, nebo» krá
ení adìlení ze sebe nevyplývají.� 5.2. GrupaI 5.2.1. Defini
e. Pologrupa G, ve které lze dìlit, se nazývá grupa. Je-li naví
 G komutativní,nazývá se Abelova grupa.I 5.2.2. Vìta. V libovolné grupì existuje jednotka a ka¾dý prvek má inverzní.Æ Dùkaz.(existen
e jednotky) Víme, ¾e (8a; b)(9x; y)(ax = b ^ ya = b). Tedy pro konkrétní a existujee tak, ¾e ae = a. Uká¾eme, ¾e e je jednotka. Mìjme libovolné b 2M . Pak (9y)(ya = b) abe = (ya)e = y(ae) = ya = b. Tedy e je univerzální pravá jednotka. Symetri
ky uká¾emeexisten
i univerzální levé jednotky e0. Platí e0 = e0e = e =: 1, tedy existuje jen jednajednotka a je pravá i levá.(invertibilita) Oznaème aP øe¹ení ax = 1 a aL øe¹ení ya = 1. Pak aL = aL1 = aL(aaP ) =(aLa)aP = 1aP = aP . Tedy existuje inverzní a je jeden. �I 5.2.3. Vìta. Ne
h» G je pologrupa, ve které existuje pravá jednotka e a libovolný prvek amá zprava inverzní prvek a�1 vzhledem k e. Pak G je grupa (tj. lze v G dìlit).14



Æ Dùkaz. ea = eae = eaa�1(a�1)�1 = ee(a�1)�1 = e(a�1)�1 = aa�1(a�1)�1 = ae = a;tedy e je i levou jednotkou. �I 5.2.4. Defini
e. V grupì de�nujeme pro a 2 G� a pro n 2 Z 
elou mo
ninu:(1) an de�nované døíve;(2) a0 := 1;(3) a�n := (a�1)n = (an)�1.V aditivní grupì G = (G�;+) pou¾íváme pro n � 1 zápis n� a := a + � � �+ a| {z }n-krát .I 5.2.5. Lemma. V libovolné grupì platí (an)l = anl, v Abelovì grupì naví
 (ab)n = anbn.I 5.2.6. Pøíklad.(1) Z = (Z; +) je aditivní grupa 
elý
h èísel a je Abelova.(2) (Q r f0g; �) je multiplikativní grupa nenulový
h ra
ionální
h èísel a je Abelova.(3) Odbobnì pro R r f0g a C r f0g.(4) Ne
h» A 6= ;, M = ff : A bij.�! Ag. Pak (M; Æ) je grupa nazývaná symetri
ká grupa naA. Jednotkou je identi
ké zobrazení a inverzním prvkem k f je f�1.(5) Symetri
kou grupu na bn znaèíme Sn.(6) E = (f1g; �) je nejmen¹í mo¾ná grupa nazývaná triviální grupa.(7) Pro n 2 N a pro k 2 bn de�nujeme ak = 
os 2k�n + i sin 2k�n a nazýváme jekomplexní n-té odmo
niny z 1. Platí akal = ak+l (nebo akal = ak+l�n pokud k + l > n).Jednotka je 1 = an a a�1k = an�k. Oznaème np1 = fak j k 2 bng. Pak ( np1; �) je Abelovagrupa.(8) Ne
h» V je vektorový prostor. Pak (V;+) je Abelova grupa.I 5.2.7. Defini
e. Pologrupa s jednotkou se nazývá monoid.I 5.2.8. Pøíklad. Monoid slov. Ne
h» A 6= ; je abe
eda. Pak � = a1 : : : an je slovo. OznaèmeA + mno¾inu v¹e
h neprázdný
h slov, " prázdné slovo a A � = A + [ f"g mno¾inu v¹e
h slov.De�nujme opera
i zøetìzení Æ tak, ¾e � Æ � = a1 : : : an b1 : : : bm. Pak (A + ; Æ) je pologrupa a(A � ; Æ) je monoid.� 5.3. PodgrupaI 5.3.1. Defini
e. Ne
h» G = (M; �) je grupa. Øekneme, ¾e mno¾ina N � M , N 6= ; jeuzavøená v G, platí-li: (8a; b 2 N)(ab�1 2 N):15



I 5.3.2. Lemma. Je-li N uzavøená v G = (M; �), pak je H = (N; �) grupa.Æ Dùkaz. Uká¾eme, ¾e H splòuje základní vlastnosti grupy:(existen
e jednotky) Vezmu libovolné pevné a 2 N a polo¾ím b := a. Pak vím, ¾e aa�1 =1 2 N .(invertibilita) K libovolnému b 2 N polo¾ím a := 1. Pak vím, ¾e 1b�1 = b�1 2 N .(uzavøenost vùèi opera
i) K libovolným a; 
 2 N polo¾ím b := 
�1. Pak vím, ¾e ab�1 =ab 2 N . �I 5.3.3. Defini
e. H de�nované v pøed
hozím lemmatu nazýváme podgrupa grupy G a zna-èíme H b G.I 5.3.4. Lemma. G b G, E b G.I 5.3.5. Defini
e. Netriviální podgrupa je taková H b G, ¾e platí H 6= G a H 6= E.I 5.3.6. Vìta. Buï G = (M; �) grupa a pro i 2 I buï Hi = (Ni; �) systém její
h podgrup.Potom H := Ti2IHi = �Ti2INi; �� b G.Æ Dùkaz. Nezbytnì 1 2 Hi tedy H 6= ;. (8a; b 2 H)(8i 2 I)(a; b 2 Hi) ) (8a; b 2 H)(ab�1 2Hi)) ab�1 2 H. �I 5.3.7. Defini
e. Mìjme G = (M; �) a a 2 M . Pak oznaèujeme hai nejmen¹í podgrupu (vesmyslu inkluze) grupy G obsahují
í a, tj. hai = THbGa2H; H.I 5.3.8. Lemma. hai = �ak �� k 2 Z	 :Æ Dùkaz. Je uzavøená vùèi testova
í podmín
e, je podgrupou a je zjevnì nejmen¹í. �I 5.3.9. Defini
e. Ne
h» G = (M; �) je grupa, N � M libovolná její podmno¾ina. Pak de-�nujeme podgrupu generovanou N jako hNi = T fH b G jN � H�g. Mno¾inu N nazývámegenerátor hNi.I 5.3.10. Lemma. hNi� = �ak11 � � �aknn ��n 2 N0 ; ai 2 N; ki 2 Z	 =: K.Æ Dùkaz. Zjevnì nemù¾e být hNi� men¹í, staèí tedy ukázat, ¾e K je podgrupou: Ne
h» a =ak11 � � �aknn 2 K a b = b`11 � � � b`mm 2 K a potom ab�1 = ak11 � � �aknn b�`mm � � � b�`11 . �
16



I 5.3.11. Defini
e.(1) Ne
h» H;K b G. Pak de�nujeme souèin podgrup H �K = hH� [K�i.(2) Ne
h» pro v¹e
hna i 2 I je Hi b G. Pak de�nujeme Qi2IHi = DSi2IH�i E.I 5.3.12. Pøíklad.(1) Ne
h» S je mno¾ina sudý
h 
elý
h èísel. Pak (S;+) b (Z;+) je netriviální podgrupa.Ovìøíme uzavøenost: (8a; b 2 S)(a� b 2 S), 
o¾ ale zjevnì platí.(2) Sn je grupa permuta
í bn, ne
h» An je mno¾ina v¹e
h sudý
h permuta
í (pøesná de�ni
edále). Pak v¹e
hna �; � 2 An jsou slo¾ením sudého poètu transpozi
í a inverze vzniknepøeètením transpozi
 pozpátku. Tedy (An; Æ) b (Sn; Æ), kterou nazýváme alternují
í grupa.jSnj = n!; pro n � 2 je jAnj = n!=2.(3) ( np1; �) b (C ; �).� 5.4. Øád prvku grupyI 5.4.1. Defini
e. Buï G = (M; �) grupa, a 2M .(1) a má nekoneèný øád, pokud (8k; ` 2 Z; k 6= `)(ak 6= a`).(2) Nemá-li a nekoneèný øád, pak má koneèný øád a øádem prvku a rozumímemin fr 2 N j ar = 1g.I 5.4.2. Lemma. Ne
h» a 2 G má øád r a pro nìjaké k 2 Z je ak = 1. Pak r j k.Æ Dùkaz. V 
elý
h èísle
h platí prin
ip dìlení se zbytkem (dùkladnì probereme ní¾e):(8k; r 2 Z; r 6= 0)(9`; R 2 Z; 0 � R < r)(k = r`+R):Platí aR = ak(ar)�` = 1, tedy R 2 N a R < r, 
o¾ je spor s tím, ¾e r je øád a. Tedy R = 0 ar j k. �I 5.4.3. Defini
e. Buï G = (M; �) grupa. Øekneme, ¾e G je(1) periodi
ká/torzní, má-li libovolný její prvek koneèný øád.(2) bez torze, pokud má ka¾dý prvek rùzný od 1 nekoneèný øád.(3) smí¹ená v ostatní
h pøípade
h.I 5.4.4. Lemma. Libovolná koneèná grupa je periodi
ká.
17



I 5.4.5. Pøíklad. Uká¾eme, ¾e nekoneèné grupy mohou být periodi
ké, bez torze i smí¹ené.(1) Oznaème Gn = ( np1; �) a M = Sn2NGn = f
os 2q� + i sin 2q� j q 2 Qg. Pak M je uzavøenáv (C ; �): a; b 2 M , a 2 Gk, b 2 G`. (ab�1)kl = (ak)`(b`)�k = 1 � 1 = 1, tedy ab�1 2 Gk`.Zjevnì (M; �) je nekoneèná grupa a øád prvku a 2 Gk je nejvý¹e roven k. Tedy (M; �) jenekoneèná a periodi
ká.(2) (Z;+) je zjevnì bez torze, nebo» pro z 2 Z je k � n = 0, z = 0.(3) (C ; �) je smí¹ená, nebo» (M; �) b (C ; �) je periodi
ká a napø. èíslo 2 2 C má nekoneènýøád.I 5.4.6. Vìta (algoritmus dìlení, o dìlení se zbytkem).(8k; ` 2 Z; ` 6= 0)(91q; r 2 Z)(k = q`+ r ^ 0 � r < j`j):Æ Dùkaz.(existen
e) Polo¾me q0 := j kj`jk, tedy q0 � kj`j < q0 + 1. Pak q0 j`j � k < q0 j`j + j`j, tedy pror := k � q0 j`j platí 0 � r < j`j. Polo¾me q := q0 sgn `, pak platí q` + r = q0` sgn ` + r =q0 j`j+ k � q0 j`j = k.(jednoznaènost) Mìjme druhou dvoji
i ~q; ~r splòují
í tvrzení vìty a pro spor nejprve pøedpo-kládejme, ¾e q 6= ~q. Potom j~r � rj = j(k � ~q`)� (k � q`)j = jq`� ~q`j = j`j jq � ~qj � j`j � 1.Ale (8q1; q2 2 Z; 0 � q1;2 � j`j � 1)(jq1 � q2j � j`j � 1), 
o¾ je spor. Tedy q = ~q ar = k � q` = k � ~q` = ~r. �I 5.4.7. Defini
e. Nejvìt¹í spoleèný dìlitel k; ` 2 Z je takové d 2 Z, ¾e:(1) d j k, d j `;(2) d0 j k ^ d0 j `) d0 j d.I 5.4.8. Poznámka. Je-li èíslo d nejvìt¹í spoleèný dìlitel, pak i èíslo �d je nejvìt¹í spoleènýdìlitel.I 5.4.9. Vìta. K libovolným èíslùm k; ` 2 Z existuje nejvìt¹í spoleèný dìlitel d a existujíu; v 2 Z takové, ¾e d = uk + v`:Æ Dùkaz. Ne
h» k; ` 6= 0. Oznaème D := fuk + v` ju; v 2 Zg � Z. Mno¾ina D je uzavøená nasouèty a Z-násobky. De�nujme d := min fx 2 D jx > 0g a uká¾eme, ¾e je nejvìt¹í spoleènýdìlitel.k = dq + r, kde q 2 Z a 0 � r < d. r = k � dq, kde k 2 D a dq 2 D, tedy r 2 D a r < d,tedy musí r = 0, jinak by r > 0 ^ r < d. Tedy d j k a sjeným postupem d j `.Ne
h» d0 j k a d0 j `. Z toho vyplývá, ¾e d0 dìlí v¹e
hna èísla v D, tedy i d0 j d. �18



I 5.4.10. Defini
e. Nezáporný nejvìt¹í spoleèný dìlitel k a ` budeme znaèit Æ(k; `). Øekneme,¾e k a ` jsou nesoudìlná, kdy¾ Æ(k; `) = 1.I 5.4.11. Defini
e. Nejmen¹í spoleèný násobek èísel k a ` oznaèujeme �(k; `) a je to nejmen¹ítakové m 2 N , ¾e k jm a ` jm.� 5.5. Cykli
ké grupyI 5.5.1. Defini
e. Øekneme, ¾e grupa G je 
ykli
ká, je-li rovna nìkteré ze svý
h 
ykli
ký
hpodgrup, tedy (9a 2 G)(G = hai = fan jn 2 Zg). Prvek a nazýváme generátor grupy G.I 5.5.2. Lemma.(1) Ka¾dá 
ykli
ká grupa je Abelova.(2) Ka¾dá 
ykli
ká grupa je nejvý¹e spoèetná.I 5.5.3. Pøíklad.(1) Z = (Z;+) je nekoneèná 
ykli
ká grupa generovaná prvkem 1 nebo �1:Z = (Z;+) = h1i = h�1i :(2) Pro ka¾dé n 2 N je np1 koneèná 
ykli
ká grupa s øádem n, generátorem je napø. a1 =
os 2�n + i sin 2�n .I 5.5.4. Vìta. Libovolná podgrupa 
ykli
ké grupy je 
ykli
ká.Æ Dùkaz. G = hai,H b G. ProH = E je generátorem jednotka. Oznaème p = min fi 2 N j ai 2 Hg.Uká¾eme, ¾e hapi = H.(�) Zøejmé.(�) Vezmìmì libovolné x 2 H. Pak (9q 2 Z)(x = aq). Oznaème d = Æ(p; q) = up+ vq. Potomad = aup+vq = (ap)u � (aq)v 2 H. p je nejmen¹í, tedy d � p, ale d j p, tedy d � p, 
o¾dohromady dává p = d. Souèasnì d j q, tedy q = pr a aq = (ap)r 2 hapi. �I 5.5.5. Lemma. Nekoneèná 
ykli
ká grupa hai má právì 2 generátory, a to a a a�1.I 5.5.6. Vìta. Buï G = hai 
ykli
ká grupa øádu n, a ne
h» 1 � k � n. Potom ak generuje Gprávì tehdy, kdy¾ jsou k a n nesoudìlná.Æ Dùkaz.()) G = 
ak�. Tedy a = �ak�u. Z toho vyplývá, ¾e aku�1 = 1. Ka¾dý generátor má øád n,tedy a má øád n, tedy ku� 1 = vn, tedy uk � vn = 1, tedy Æ(k; n) = 1.(() Z nesoudìlnosti existují u, v tak, ¾e uk + vn = 1. Dále a = a1 = auk+vn = �ak�u (an)v =�ak�u 1v = �ak�u. Tedy pro libovolné x 2 G je x = ar = �auk�r. �19



I 5.5.7. Defini
e. De�nujeme Eulerovu funk
i � : N ! N , kde �(n) je poèet èísel z bn nesou-dìlný
h s n.I 5.5.8. Lemma. n je prvoèíslo právì tehdy, kdy¾ �(n) = n� 1.� 5.6. Kongruen
eI 5.6.1. Defini
e. Mìjme grupoid G = (M; �) a mìjme ekvivalne
i � naM . Pak pro libovolnéx 2 M de�nujeme Tx jako tøídu ekvivalen
e podle �, která obsahuje x, tedy x 2 Tx 2 M =�(korektnost je zaji¹tìna disjunktností tøíd ekvivalen
e).I 5.6.2. Defini
e. Buïte G = (M; �) grupoid a � ekvivalen
e na G. Øekneme, ¾e � jekongruen
e na G, platí-li, ¾e�8a; b; 
; d 2M��(a � b ^ 
 � d)) a
 � bd�:I 5.6.3. Defini
e. Buïte G = (M; �) grupoid a � kongruen
e na G. Pak de�nujeme souèintøíd ekvivalen
e M =� jako Ta � Tb = Tab. (Korektnost de�ni
e je zaji¹»ena de�nují
í vlastnostíkongruen
e.)I 5.6.4. Defini
e. BuïteG = (M; �) grupoid a� kongruen
e naM . Pak de�nujeme faktorgrupoidG jako G=� := (M =�; �)I 5.6.5. Vìta. Buïte G = (M; �) grupod a � kongruen
e na M . Pak G=� je pologrupa, resp.je komutativní, resp. má jednotkou, resp. je grupa, má-li odpovídají
í vlastnost i G.Æ Dùkaz. V¹e
hny body jsou obdobné, uká¾eme aso
iativitu (pologupa). Ne
h» Ta; Tb; T
 2M =�. Pak (TaTb)T
 = TabT
 = T(ab)
 = Ta(b
) = TaTb
 = Ta(TbT
). �I 5.6.6. Defini
e. Mìjme Z = (Z;+) a libovolném 2 Z. Pak de�nujeme kongruen
i modulo m(znaèíme �m) následovnì: a �m b () (9s 2 Z)(a� b = sm):Tøídy Z =�m se nazývají zbytkové tøídy po dìlení m. Faktorgrupu Z =�m oznaèujeme Zm.I 5.6.7. Lemma. Rela
e �m je kongruen
e na Z.Æ Dùkaz. Uká¾eme, ¾e �m je ekvivalen
e a splòuje de�nièní podmínku kongruen
e.(re
exivita) Platí a� a = 0 = 0m.(symetrie) Ne
h» a� b = sm. Pak b� a = �sm = (�s)m.(tranzitivita) Ne
h» a�b = sm a b�
 = tm. Pak a�
 = (a�b)+(b�
) = sm+tm = (s+t)m.(konguen
e) Ne
h» a� b = sm a 
� d = tm. Pak (a+ 
)� (b + d) = sm+ tm = (s+ t)m.�20



I 5.6.8. Pøíklad.(m = 0) a �0 b, 0 j a� b, a = b, tedy ka¾dý prvek má svou jednoprvkovou tøídu.(m = 1) a �1 b, 1 j a� b, tedy v¹e
hny prvky le¾í ve stejné tøídì.I 5.6.9. Lemma. Pro m � 1 platí, ¾e dvì 
elá èísla jsou v jedné tøídì Z =�m právì tehdy, kdy¾dávají stejný zbytek po dìlení m. Tedy tøíd ekvivalen
e podle �m je m.Æ Dùkaz.()) a1; a2 2 Z, a1 �m a2. Pak a1 = mq1 + r1, a2 = mq2 + r2 a a1 � a2 = sm. Odeètenímprvní
h dvou máme a1� a2 = m(q1� q2)+ (r1� r2) = sm, r1� r2 = m(q1� q2� s), tedym j r1 � r2, ale proto¾e 0 � r1;2 < m, je nutnì r1 = r2.(() Víme, ¾e r1 = r2, tedy a1 � a2 = m(q1 � q2), tedy s = q1 � q2 a a1 �m a2.(jZ =�mj = m) Toto je zjevné z pøed
hozího. �I 5.6.10. Lemma. Faktorgrupa Zm grupy Z podle �m je 
ykli
ká s generátorem T1, tedyZm = hT1i.� 5.7. HomomorfismusI 5.7.1. Defini
e. Buïte G1 = (M1; �), G2 = (M2; �) grupoidy. Øekneme, ¾e h : M1 ! M2 jehomomor�smus grupoidù, pokud platí:(8x; y 2M1)�h(xy) = h(x)h(y)�a budeme té¾ znaèit h : G1 ! G2.I 5.7.2. Defini
e. Homomor�smus h se nazývá:(1) monomor�smus, je-li prostý (injek
e);(2) epimor�smus, je-li na (surjek
e);(3) izomor�smus, je-li prostý a na (bijek
e);(4) endomor�smus, je-li G1 = G2.(5) automor�smus, je-li izomorfní endomor�smus (bijek
e G! G).I 5.7.3. Defini
e. Existuje-li izomor�smus h : G1 ! G2, nazýváme grupoidy izomorfní aznaèíme G1 �= G2.I 5.7.4. Pøíklad. G1 := (R+ ; �), G2 := (R;+). De�nujeme h : G�1 ! G�2 jako h(x) = lnx.Zjevnì h(xy) = h(x)+h(y), tedy h je mor�smus a z analýzy víme, ¾e je bijek
í. Tedy G1 �= G2.21



I 5.7.5. Defini
e. MìjmeG = (M; �) grupu a kongruen
i� naG. De�nujeme pøirozené zobrazení(pøirozený epimor�smus) hnat : G! G=� jako hnat(x) = Tx.I 5.7.6. Lemma. hnat je epimor�smus.Æ Dùkaz. Platí hnat(xy) = Txy = TxTy = hnat(x)hnat(y), tedy h je homomor�smus. Souèasnì proka¾dou tøídu Tx platí Tx = hnat(x), tedy je na. �I 5.7.7. Vìta. Libovolné 2 nekoneèné 
ykli
ké grupy jsou izomorfní. Libovolné 2 
ykli
ké grupys poètem prvkù n 2 N jsou izomorfní.Æ Dùkaz. Mìjme libovolnou G = hai nekoneènou. Uká¾eme, ¾e G �= Z = (Z;+). De�nujemeh : G! Z jako h(an) = n� 1 = n. Pak h je prosté zobrazení (m 6= n, am 6= an), a nebo» jeG nekoneèná, je na. Opera
e �= na grupá
h je ekvivalen
í, tedy pro libovolné G1, G2 je G1 �= Za G2 �= Z, tedy G1 �= G2. �I 5.7.8. Defini
e. Ne
h» G = (M; �) je grupoid, N �M . Pak H = (N; �) nazveme podgrupoidgrupoidu G, pokud je H grupoid, tedy (8x; y 2 H)(xy 2 H). Znaèíme H b G.I 5.7.9. Lemma. Buïte G1, G2 grupoidy, h : G1 ! G2 homomor�smus. Pak h(G1) b G2.I 5.7.10. Vìta (o homomorfismu). Buïte G1, G2 grupoidy, h : G1 ! G2 homomor�smus.Pak existuje kongruen
e (oznaèovaná �h) na G1 taková, ¾e h(G1) �= G1 =�h, kde h(G1) znaèíobor hodnot h.Æ Dùkaz. De�nujeme �h jako x �h y , h(x) = h(y), tedy �h je zjevnì ekvivalen
e (je de�no-vaná pomo
í rovnosti) Ne
h» a �h b a 
 �h d. Pak h(a
) = h(a)h(
) = h(b)h(d) = h(bd), tedya
 �h bd a �h je kongruen
e.De�nujeme g : G1 =�h ! h(G1) jako g(Tx) = h(x). De�ni
e je korektní, nebo» Tx = Ty ,h(x) = h(y), z tohoté¾ vyplývá, ¾e g je prosté. Z de�ni
e g pomo
í h plyne, ¾e pokryje 
elé h(G1),tedy je na. Je homomor�smus, nebo» g(TxTy) = g(Txy) = h(xy) = h(x)h(y) = g(Tx)g(Ty). �I 5.7.11. Poznámka. V¹imnìme si, jak souvisí korektnost de�ni
e s prostotou. Pokud by byloTx = Ty a zároveò h(x) 6= h(y), pak de�ni
e není korektní. Pokud by bylo h(x) = h(y) azároveò Tx 6= Ty, pak zobrazení není prosté.I 5.7.12. Vìta. Ne
h» h : G1 ! G2 je homomor�smus grupoidù a buï g zobrazení de�novanév dùkazu pøed
hozí vìty. Pak hnat = g�1h.I 5.7.13. Vìta. Buïte G1, G2 grupoidy, h : G1 ! G2 homomor�smus. Je-li G1 pologrupa,resp. je komutativní, resp. má jednotku, resp. je grupa, má tuté¾ vlastnost i grupoid h(G1).Æ Dùkaz. Dukaz v¹e
h bodù je obdobný, uká¾eme pøenos jednotky. Ne
h» 1 2 G1, pak h(1) jejednotkou v h(G1). Nebo» pro libovolné y 2 h(G1) existuje x 2 G1 takové, ¾e y = h(x). Potomyh(1) = h(x)h(1) = h(x1) = h(x) = y. Podobnì zleva. �22



I 5.7.14. Defini
e. Buï G = (M; �) grupa, A;B � M . Pak de�nujeme souèin podmno¾inA �B jako A �B := fab j a 2 A; b 2 Bg. (vztah mezi souèinem podmno¾in a podgrup osvìtlímepozdìji). Je-li B = fbg, pak znaèíme AB = Ab = fxb j x 2 Ag.I 5.7.15. Defini
e. Buï H b G podgrupa grupy, de�nujeme následují
í 2 rela
e:(1) a H� b, b�1a 2 H;(2) a �H b, ab�1 2 H;které nazýváme levá, resp. pravá ekvivalen
e indukovaná podgrupou H.I 5.7.16. Lemma. Indukované rela
e jsou ekvivalen
e.Æ Dùkaz.(re
exivita) a H� a, a�1a 2 H, ale a�1a = 1.(symetrie) a H� b, b�1a 2 H� , (b�1a)�1 = a�1b 2 H� , a H� b.(tranzitivita) a H� b ^ b H� 
, b�1a; 
�1b 2 H� ) 
�1bb�1a 2 H� ) 
�1a 2 H� , a H� 
.Podobnì lze ukázat toté¾ pro �H . �I 5.7.17. Pøíklad. Zvolme b = 1. Pak a H� 1, a 2 H a souèasne a �H 1, a 2 H, tedy Hje jedna ze tøíd ekvivalen
e podle obou indukovaný
h ekvivalen
í.I 5.7.18. Lemma. Oznaème TLa resp. T Pa tøídu ekvivalen
e podle H�, resp. �H obsahují
ía 2 G�. Potom TLa = aH� a T Pa = H�a.Æ Dùkaz. Opìt lemma uká¾eme pro levou ekvivalen
i. TLa je tøída H� obsahují
í a. Mìjmelibovolné x 2 G. Pak x 2 TLa , x H� a , a�1x 2 H� , (9h 2 H�)(a�1x = h) , (9h 2H�)(x = ah), x 2 aH�. �I 5.7.19. Vìta.(1) Libovolné 2 tøídy rozhladù dle H� èi �H jsou (mno¾inovì) ekvivalentní. (þKa¾dá tøídamá stejnì prvkù.ÿ)(2) Levý rozklad je (mno¾inovì) ekvivalentní s pravým rozkladem. (þLevý
h a pravý
h tøídje stejný poèet.ÿ)Æ Dùkaz.(1) Libovolné 2 levé tøídy aH� a bH�. De�nujme f : aH� ! bH� jako f(x) = ba�1x. Ne
h»x = ah, pak f(x) = bh 2 bH� tedy de�ni
e je korektní. Mìjme y = bh, pak y =f(x), ba�1x , h = a�1x, x = ah 2 aH�. Podobnì doká¾eme, ¾e v¹e
hny pravé jsouekvivalentní. Z tranzitivity a z toho, ¾e H� je v obou faktoriza
í
h, vyplývá, ¾e v¹e
hnylevé tøídy jsou ekvivalentní se v¹emi pravými.23



(2) De�nujeme g : M =H� !M =�H jako g(aH�) = H�a�1. Zjevnì je na, nebo» a�1 projde
elé G právì tehdy, kdy¾ a projde 
elé G. Platí: g(aH�) = g(bH�), H�a�1 = H�b�1 ,a�1 �H b�1 , a�1b 2 H� , (a�1b)�1 = b�1a 2 H� , a H� b , aH� = bH�, tedy g jeprosté (smìr )) a de�ni
e je korektní (smìr (). �I 5.7.20. Defini
e. Poètu rozkladový
h tøíd podle indukovaný
h ekvivalen
í se øíká indexpodgrupy H.I 5.7.21. Vìta (Lagrange). Souèin øádu a indexu libovolné podgrupy H koneèné grupy Gje roven øádu G.Æ Dùkaz. V¹e
hny tøídy mají poèet prvkù, jako je øád H, a je ji
h tolik, jako je index H. �I 5.7.22. Dùsledek.(1) Øád libovolné podgrupy koneèné grupy G dìlí øád G.(2) Øád libovolného prvku koneèné grupy G dìlí øád G.I 5.7.23. Dùsledek. Má-li grupa G prvoèíselný øád, je 
ykli
ká. V¹e
hny grupy s prvoèíselnýmøádem p jsou izomorfní.Æ Dùkaz. Grupa není triviální (má øád nejménì 2). Vezmu a 6= 1. Pak øád prvku a je p, (jed-notkový øád má jen jednotka), tedy a generuje G. �I 5.7.24. Defini
e. Buï G grupa. Øekneme, ¾e podgrupa H b G je normální (invariantní),pokud H� a �H splývají, a znaèíme H C G.I 5.7.25. Lemma. E C G; G C G.Æ Dùkaz.(1) a E� b, b�1a = 1, a = b; a �E b, ab�1 = 1, a = b.(2) a G� b, b�1a 2 G, 
o¾ platí pro libovolné a, b; stejnì tak pro �G. �I 5.7.26. Lemma. Je-li grupa G Abelova, je libovolná její podgrupa H b G normální.I 5.7.27. Vìta. Rozklad grupy G je rozkladem podle kongruen
e právì tehdy, je-li rozkladempodle nìkteré normální podgrupy H C G.
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Æ Dùkaz.()) Ne
h» � je kongruen
e na grupì G = (M; �). Vezmìme tøídu T1 a a; b 2 T1. Pak a � 1 ab � 1, tedy ab � 1. Také a�1 � a�1, tedy 1 � a�1.Uká¾eme, ¾e H = (T1; �) b G je normální. Vezmìme lib. x 2 M . Pak x 2 Ta , x � a,xa�1 � 1 , xa�1 2 H� , (9h 2 H�)(xa�1 = h) , (9h 2 H�)(x = ha) , x 2 H�a.Budeme-li násobit a�1 zleva, dostaneme x 2 aH�. Tedy Ta = aH� = H�a, 
o¾ znamená,¾e H C G a (�) = (H�) = (�H)(() Ne
h» H C G, uká¾eme, ¾e �H je kongruen
e. Mìjme a; b; 
; d 2 M takové, ¾e a �H ba 
 �H d. Potom a
(bd)�1 = a
d�1b�1. Oznaème h := 
d�1 2 H�, pak existuje h0 2 H�takové, ¾e ah = h0a. Tedy 
elkovì dostáváme a
(bd)�1 = ahb�1 = h0ab�1 2 h0H� = H. �� 5.8. Vnitøní automorfismyI 5.8.1. Defini
e. Ne
h» A�G je mno¾ina v¹e
h automor�smù na G. Pak de�nujme AG =(A�G; Æ).I 5.8.2. Lemma. Ne
h» G je grupa. Pak AG je grupa a AG b SG.Æ Dùkaz. Souèin (slo¾ení) 2 automor�smù je automor�smus, existuje jednotka (identita) a ka¾dýautomor�smus má inverzní. Ne
h» x; y 2 G�, � 2 A�G, pak ��1(xy) = ��1(�(��1(x))�(��1(y))) =��1(�(��1(x)��1(y))) = ��1(x)�1(y), tedy inverzní je opìt mor�smem. �I 5.8.3. Lemma. Ne
h» a 2M , �a(x) = axa�1. Pak �a je automor�smus.Æ Dùkaz.(mor�smus) Pro libovolné x; y 2M platí �a(x)�a(y) = axa�1 aya�1 = axya�1 = �a(xy).(bijek
e) Uká¾eme, ¾e �a�1 je inverzní k �a, tj. (8x 2 M)(�a�1�a = �a�a�1 = id). Prov¹e
hna x 2 M platí (�a�1�a) (x) = �a�1(axa�1) = a�1axa�1a = 1x1 = x, obdobnì(�a�a�1) (x) = x. �I 5.8.4. Defini
e. Automor�smus � na G je vnitøní, právì kdy¾ (9a 2 G�)(�(x) = axa�1).Takový automor�smus znaèíme �a.Oznaème I�G mno¾inu v¹e
h vnitøí
h automor�smù.I 5.8.5. Lemma. IG = (I�G; Æ) b AG je grupa.Æ Dùkaz. Jednotkou je �1, �1(x) = 1x1�1 = x. (�a��1b )(x) = ab�1xba�1 = (ab�1)x(ab�1)�1 =�ab�1(x) �
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I 5.8.6. Vìta. PodgrupaH grupy G je normální právì tehdy, je-li uzavøená vùèi v¹em vnitønímautomor�smùm, tj. H C G () (8a 2 G�)(8x 2 H�)(�a(x) 2 H�):Æ Dùkaz.()) Mìjme H C G a libovolné a 2 G� a x 2 H�. Pak ax 2 aH� = H�a ) (9h 2 H�)(ax =ha)) axa�1 2 H�.(() Mìjme libovolný x 2 aH�, tedy x = ah = aha�1a = �a(h)a a nebo» �a(h) 2 H�, jex 2 aH� a aH� � H�a. Obrá
enou inkluzi doká¾eme obdobnì, tedy aH� = H�a. �I 5.8.7. Poznámka. Vìta dává návod, jako ovìøit, ¾e H je normální. Ale nesmíme opomenoutovìøit, ¾e H vùbe
 je podgrupou.I 5.8.8. Defini
e. Buï G grupa. Øekneme, ¾e x; y 2 G� jsou kojungované, existuje-li a 2 G�takové, ¾e y = �a(x). Znaèíme x�Hy.I 5.8.9. Lemma. Rela
e konjungovanosti je ekvivalen
e na G.I 5.8.10. Dùsledek. PodgrupaH grupy G je normální právì tehdy, je-li sjedno
ením nìjaký
htøíd konjungovaný
h prvkù.I 5.8.11. Defini
e. Buïte G1, G2 grupy, h : G1 ! G2 homomor�smus. Jádrem homomor�smuh rozumíme mno¾inu ker h := h�1(f1g) = fh 2 G�1 jh(x) = 1g.I 5.8.12. Lemma. Buïte G1, G2 grupy, h : G1 ! G2 homomor�smus. Pak ker h C G1.Æ Dùkaz.(je podgrupa) Mìjme libovolné x; y 2 ker h, tj. h(x) = h(y) = 1. Pak h(xy�1) = h(x)h(y�1) =h(x)h(y)�1 = 11�1 = 1.(je uzavøená vùèi automor�smùm) Ne
h» a 2 G�1, x 2 ker h. Pak h(axa�1) = h(a)h(x)h(a�1) =h(a)h(a�1) = h(aa�1) = h(1) = 1. �I 5.8.13. Lemma. Mìjme H C G, faktorgrupu G=H a pøirozený epimor�smus hnat(x) = Tx.Pak ker hnat = H.Æ Dùkaz. ker h = fx 2 G� jTx = T1g, ale T1 = H�, tedy ker h = H�. �I 5.8.14. Vìta. Normální podgrupy grupy G jsou právì v¹e
hna jádra homomor�smù na G,tj. H C G () (9h; h je homomor�smus na G)(H = ker h):26



Æ Dùkaz. Vìta shnuje pøed
hozí 2 tvrzení. �I 5.8.15. Lemma. Homomor�smus h : G1 ! G2 je prostý právì tehdy, je-li ker h = f1g.Æ Dùkaz.()) Obrazem jednoprvkové mno¾iny je nejvý¹e jednoprvková mno¾ina a 1 je v jádru prov¹e
hny homomor�smy.(() Ne
h» ker h = f1g. Mìjme x; y 2 G1 takové, ¾e h(x) = h(y). Pak 1 = h(x)h(y�1) =h(xy)) xy�1 2 ker h) xy�1 = 1) x = y. �I 5.8.16. Lemma. Ne
h» h : G1 ! G2 je homomor�smus. Pak a �kerh b právì tehdy, je-lih(a) = h(b).Æ Dùkaz. a �kerh b, ab�1 2 ker h, h(ab�1) = 1, h(a) = h(b). �I 5.8.17. Vìta (o homomorfismu pro grupy). Ne
h» h : G1 ! G2 je homomor�smusgrup. Potom h(G1) �= G1 = ker h.Æ Dùkaz. h(G1) �= G1 =�h = G1 =�ker h. �I 5.8.18. Vìta. Buï G grupa a buïte Hi C G pro i 2 I. PotomA :=\i2IHi C G a B :=Yi2I Hi C G:Æ Dùkaz.(prùnik) Mìjme libovolné a 2 G� a x 2 A. Pak (8i 2 I)(x 2 H�) ) (8i)(�a(x) 2 Hi) )�a(x) 2 A.(souèin) Mìjme libovolné a 2 G� a x 2 B. Platí B = hSI H�i i. Pak x = ak11 � � �aknn , kde kj 2 Za (8j)(9ij)(aj 2 H�ji). Proto¾e Hji je podgrupa, je akii 2 H�ji a proto¾e, je normální, je�a(akii ) 2 H�ji. A koneènì �a(x) = �a(ak11 � � �aknn ) = �a(ak11 ) � � ��a(aknn ). Tedy ka¾dý prveksouèinu je ve sjedno
ení podgrup, tedy je i v produktu podgrup. �I 5.8.19. Lemma (o teèèe). Buï G grupa, A C G a B b G. Potom (AB)� = A�B�.
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Æ Dùkaz. AB = hA� [B�i, ale A�B� = fab j a 2 A�; b 2 B�g.(�) Uká¾eme, ¾e A�B� je uzavøená v grupì G. Platí A [ B � A�B� Zvolme libovolné x; y 2A�B�, x = a1b1, y = a2b2. Potom xy�1 = a1b1(a2b�12 ) = a1 b1b�12 a�12 (b1b�12 )�1| {z }�b1b�12 (a�12 )2A� b1b�12 = ~a~b,kde ~a 2 A� a ~b 2 B�. Tedy A�B� je podgrupa obsahují
í A� [ B�. Ale AB je nejmen¹ítaková, tedy inkluze platí.(�) V AB jsou v¹e
hny souèiny x1 � � �xn, kde xi 2 A [B tedy i v¹e
hny souèiny tvaru ab. �I 5.8.20. Defini
e. BuïG grupa. Pak CG := f
 2 G j (8x 2 M)(
x = x
)g nazveme 
entrum grupy(tedy 
entrum grupy obsahuje právì ty prvky grupy, které komutují s ka¾dým prvkem.)I 5.8.21. Lemma. Buï G grupa, CG její 
entrum. Pak:(1) je-li G Abelova, je CG = G;(2) CG C G;(3) G=CG �= IG.Æ Dùkaz.(1) V Abelovì grupì komutují ka¾dé 2 prvky.(2) Uká¾eme, ¾e CG je uzavøená vùèi v¹em vnitøním automor�smùm. Mìjme libovolné a 2 G�a 
 2 CG. Pak �a(
) = a
a�1 = 
aa�1 = 
 2 CG.(3) De�nujme h : G ! IG jako h(a) = �a, h je epimor�smus. Pak IG = h(G) �= G= ker h.Platí x 2 ker h , h(x) = �1 = idG , (8y 2 G�)(xyx�1 = y) , (8y 2 G�)(xy = yx) ,x 2 CG, tedy ker h = CG a IG �= G=CG. �I 5.8.22. Vìta (o izomorfismu). Buï G = (M; �) grupa, A;B b G. Je-li A C AB, potomA \ B C B a AB =A �= B = (A \ B).Æ Dùkaz. Tøídy AB =A jsou tvaru A�
, kde 
 2 (AB)� = A�B�. Tedy (9a 2 A�; b 2 B�)(
 = ab).Vezmìme fnat : AB ! AB =A a polo¾me fB = fnat=B. Uká¾eme, ¾e f : B ! AB =A jeepimor�smus, tedy, ¾e v ka¾dé tøídì A�ab le¾í prvek z B. Tedy i a�1ab = b je v ka¾dé tøídì.Podlì vìty o homomor�smu je AB =A �= B = ker fB, ale ker fB = fx 2 B j fB(x) = T1 = Ag =fx 2 B jx 2 Ag = A \B. �I 5.8.23. Vìta. Buï G 
ykli
ká grupa øádu n a ne
h» k j n. Potom existuje právì jednapodgrupa grupy G øádu k.
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Æ Dùkaz.(existen
e) Ne
h» a 2 G je geneártor grupy. Polo¾me H := 
an=k�. Pak �an=k�k = 1 a platí, ¾epokud �an=k�` = 1, tak n`=k = sn, tedy ` = ks a ` � k.(jednoznaènost) Ne
h» K b G je øádu k. Pak K = 
a`� a �a`� k = 1 a `k = sn = skn=k atedy ` = sd a a` = �an=k�s 2 H. Tedy K b H a z rovnosti poètu prvkù plyne K = H.�I 5.8.24. Defini
e. Grupa, která nemá netriviální normální podgrupy, tj. H C G ) H =G _H = E, se nazývá jednodu
há.I 5.8.25. Pøíklad.(1) E je jednodu
há.(2) G o p 2 P prv
í
h jsou jednodu
hé, souèasnì jsou 
ykli
ké, tedy Abelovy.I 5.8.26. Vìta. Buï G 6= E Abelova grupa. Potom G je jednodu
há právì tehdy, má-li prvo-èíselný øád p.Æ Dùkaz.(G je 
ykli
ká) Nebyla-li by 
ykli
ká, obsahovala by netriviální podgrupu, která by byla nor-mální, nebo» v¹e
hny by byly normální (netriviální podgrupou by bylo libovolné hai, kdea 6= 1).(G je koneèná) Pokud není koneèná, pak G �= Z = (Z;+), ale napø. S = (S;+) C Z a Sodpovídá nìjaké netriviální podgrupa G.(neex. 1 6= q j p) Podle pøedházejí
í vìty existuje podgrupa H øádu q, která je v Abelovì nor-mální, a tedy G není jednodu
há. �� 5.9. Grupy permuta
íI 5.9.1. Defini
e. Buï A mno¾ina a M mno¾ina v¹e
h bijek
í A! A. Pak SA(M; Æ) je grupanazývaná symetri
ká grupa. Oznaème � identitu v SA.I 5.9.2. Defini
e. Grupa permuta
í je libovolná podgrupa symetri
ké grupy SA.I 5.9.3. Vìta (Cayley). Libovolná grupa je izomorfní s nìjakou grupou permuta
í.Æ Dùkaz. Mìjme G = (M; �), a 2 M ; de�nujeme �a : M ! M jako �a(x) = ax. Pro libovolnéy 2M øe¹me �a(x) = ax = y, dostaneme jedno øe¹ení x = a�1y, tedy �a je bijek
e (permuta
e).De�nujme h : M ! SM jako h(a) = �a a uká¾eme, ¾e h je homomor�smus: Mìjme a; b; x 2M ; pak h(ab)(x) = �ab(x) = abx = �a(bx) = �a(�b(x)) = (�a�b)(x) = (h(a)h(b))(x).Uká¾eme, ¾e je h je monomorfní (prostý): ker h = fa 2M j h(a) = �g, (8x 2M)(�(x) = x),�a(x) = �(x) = x, a = 1.Platí G �= h(G) b SM . Tedy h(G) je grupa permuta
í. �29



I 5.9.4. Poznámka. Cayleyova vìta se dá formulovat i následovnì: Libovolnou grupu lze izo-morfnì vnoøit do symetri
ké grupy.I 5.9.5. Poznámka. Pro M = bn se G izomorfnì vnoøí do Sbn =: Sn.I 5.9.6. Poznámka. � 2 Sn zapisované � = � 1p1 ������ npn� je zobrazení.I 5.9.7. Pøíklad. � 2 S8, � = �12 24 35 41 54 67 76 88� lze zapsat jako 1! 2! 4(! 1); 3! 5(! 3); 6!7(! 6); 8(! 8), ale zkrá
enì jako (124)(35)(67)(8). Zápis souèasnì vyjadøuje slo¾ení 
yklù amù¾eme vyne
hat 
ykly s 1 prvkem. Tedy mù¾eme psát � = (124)(35)(67).I 5.9.8. Defini
e. Mìjme � 2 Sn. Pak � je 
yklus, pokud � = (p1p2:::pk), 1 � k � n, pk jsourùzná. Cykly jsou nezávislé, pokud neobsahují spoleèný prvek.I 5.9.9. Lemma. Libovolná permuta
e lze rozepsat jako souèin nezávislý
h 
yklù.I 5.9.10. Lemma. (k1 : : : kp) = (k1kp)(k1kp�1) : : : (k1k3)(k1k2):Æ Dùkaz. Obrázkem. �I 5.9.11. Dùsledek. Transpozi
e generují Sn. (Ka¾dá permuta
e lze zapsat jako souèin trans-pozi
.)I 5.9.12. Poznámka. Lze ukázat, ¾e i sousední transpozi
e generují Sn. Dále lze ukázat, ¾epro jakékoli n existují 2 permuta
e, které generují Sn, a to napø. � = (12) a � = (123 : : : n).I 5.9.13. Vìta. Buï n 2 N a �; � 2 Sn, � = (k11 : : : k1p1) : : : (km1 : : : kmpm) je rozklad na ne nutnìnezávislé 
ykly. Potom ��(�) = (�(k11) : : : �(k1p1)) : : : (�(km1 ) : : : �(kmpm))Æ Dùkaz.(m = 1) Máme � = (k1 : : : kp), oznaème �� := (� (k1) : : : � (kp)), tedy 
h
eme �� (�) = ��, 
o¾,proto¾e � je bijek
e, je ekvivalentní �� (�) Æ � = �� Æ �.Uká¾eme, ¾e (8k 2 bn) (�� (�) (� (k)) = �� (� (k))). To jest (����1) (� (k)) = � (� (k))? =�� (� (k)).Ne
h» k = ki, pak � (k) = ki+1 (polo¾íme kp+1 := k1), tedy � (� (k)) = � (ki+1). Souèasnì�� (� (ki)) = � (ki+1), 
o¾ jsme potøebovali.Pro k 6= ki jsou obì strany rovny � (k).(m 2 N) S vyu¾itím pøípadu m = 1 dostaneme�� ��k11 : : : k1p1� : : : �km1 : : : kmpm�� = �� �k11 : : : k1p1� : : : �� �km1 : : : kmpm� =�� (k11) : : : � �k1p1�� : : : �� (km1 ) : : : � �kmpm�� : �30



I 5.9.14. Dùsledek. (��(�))(�(k)) = �(�(k)), � = � 1p1 ������ npn�, pak �� (�) = � �(1)�(p1) ������ �(n)�(pn)�I 5.9.15. Lemma. Libovolná podgrupa H grupy G, která má index 2, je normální. (Index jepoèet rozkladový
h tøíd G=H).Æ Dùkaz. Jedna ze tøíd je H, druhá tedy nutnì GrH. Rozklad je tedy jednoznaèný. �I 5.9.16. Defini
e. Oznaème An grupu sudý
h permuta
í (ovìøení, ¾e je grupa, je triviální).Pak An nazýváme alternují
í (pod)grupa.I 5.9.17. Dùsledek. An C Sn.I 5.9.18. Lemma. Ne
h» A b B b G. Pak A C G) A C B.Æ Dùkaz. Lze jednodu¹e ukázat pomo
í uzavøenosti na vnitøní automor�smy. �I 5.9.19. Pøíklad.(n = 1) A1 = S1 = E.(n = 2) A2 = E.(n � 3) An je netriviální normální podgrupa.(n = 3) S3 = fid; (12); (13); (23); (123); (132)g a A3 = fid; (123); (132)g má prvoèíselný poèetprvkù a je jednodu
há.(n = 4) A4 má øád 12 a není jednodu
há, nebo» obsahuje napø.K4 := fid; (12)(34); (13)(24); (23)(14)ga platí K4 C A4. Pøednì je K4 uzavøená na skládání, souèin 2 se v¾dy zobrazí na tøetí,napø. (12)(34) � (13)(24) = (23)(14). A ka¾dá permuta
e je sama sobì inverzní, tedy K4je grupa.K4 jsou v¹e
hny (ij)(k`), kde tato 4 èísla jsou rùzná. Uká¾eme, ¾e K4 je uzavøená vùèivnitøním automor�smùm. ��((ij)(k`)) = (�(i)�(j))(�(k)�(`)), ale nebo» � je bijek
e,jsou to opìt èísla 1; 2; 3; 4, jenom pøípadnì pøeházené.K4 nazýváme Kleinova grupa.V¹imnìme si, ¾e také L2 := fid; (12)(34)g C K4 (má polovinu prvkù, tedy index rozkladupodle L2 je 2 a je normální). Ale L2 6C A4.I 5.9.20. Vìta. Alternují
í grupy An jsou pro n 6= 4 jednodu
hé (tedy nemají netriviálnínormální podgrupu).Æ Dùkaz. Pro n � 3 jsme platnost ukázali v pøed
hozím pøíkladì. Tedy ne
h» n � 5. Mìjmelibovolnou H C An, H 6= E. Uká¾eme, ¾e H = An. Dùkaz se rozpadá do 3 krokù.(v H existuje 3
ykl (u; v; w)) Vezmìme � 2 H� takovou, která mìní nejmen¹í 
o poèet prvkùa není identitou. Urèitì není transpozi
e (ta je li
há). Sporem, ne
h» � 6= (u; v; w). Pakrozklad na nezávislé 
ykly mù¾e vypadat následovnì:31



(1) � = (pq)(rs) � � � . Pak existuje páté èíslo, oznaème jej t.(2) � = (pqr � � � ) � � � a mìní je¹tì nejménì 2 dal¹í èísla s; t.Mìjme % := (rst) 2 An sudou permuta
i. Pak �%(�) = %�%�1 2 H� (nebo» H je nor-mální). V prvním pøípadì �%(�) = (pq)(st) � � � 6= � a ve druhém �%(�) = (pqs) � � � 6= �.De�nujeme � := ��1(%�%�1) 2 H a není jednotková.Uká¾eme, ¾e � ne
hává na místì ví
e prvkù, ne¾ �.(2) Mìjme libovolné k 2 bn tak, ¾e �(k) = k. Pak k 62 fp; q; r; s; tg a %(k) = k. Pak�(k) = k, nebo» ¾ádná z permuta
í �, ��1, % a %�1 nemìní k. Ale �(p) = q a �(p) = pTODO. Tedy � mìní nejménì o 1 ménì èísel, ne¾ �.Obdobnì pro (1). Tedy � ne
hává na místì ví
e èísel ne¾ �.(je-li v H jeden 3
ykl (u; v; w), jsou tam v¹e
hny 3
ykly) Zvolme libovolný 3
ykl (p; q; r). Po-lo¾me � := (up vq wr yY zZ ). Nutnì existují takové y; z; Y; Z, ¾e � je sudá, tj. � 2 An. Potom��((u; v; w)) = (�(u); �(v); �(w)) = (p; q; r) a nebo» H je normální, je (p; q; r) 2 H.(3
ykly generují An) Uká¾eme, ¾e souèin � 2 libovolný
h transpozi
í lze rozlo¾it na 3
ykly.Je-li � = (p; q)(p; r) = (prq) je 3
ykl. Je-li � = (p; q)(r; s) = (p; r; s)(p; q; s). Je-li � =(p; q)(p; q) = (p; q; r)(r; q; p) pro libovolné r. �� 5.10. Kartézský a direktní souèin grupI 5.10.1. Defini
e. MìjmeG1; : : : ; Gn grupy, Gi = (Mi; �). OznaèmeM :=M1�� � ��Mn a de-�nujme (a1; : : : ; an) �(b1; : : : ; bn) := (a1b1; : : : ; anbn). Jednotkou bude 1M = (1; : : : ; 1) a inverz-ním prvkem (a1; : : : ; an)�1 = (a�11 ; : : : ; a�1n ). GrupuG := (M; �) nazýváme kartézský souèin grupa znaèíme G = n�1 Gi. .I 5.10.2. Defini
e. Buïte G grupa a A;B b G. Øekneme, ¾e G je direktní souèin podgrupA;B, je-li zobrazení f : A� B ! G, f(x; y) = xy izomor�smem grup. Znaèíme G = A� B.I 5.10.3. Poznámka. Direktní souèin lze pøirozenì zobe
nit na koneèné i spoèetné systémypodgrup.I 5.10.4. Lemma. Zobrazení f z pøed
hozí de�ni
e je homomor�smus právì tehdy, kdy¾ (8a 2A�; b 2 B�)(ab = ba).Æ Dùkaz.()) ab = f(ha; bi) = f(h1; bi ha; 1i) = f(1; b)f(a; 1) = ba.(() f(ha1; b1i ha2; b2i) = f(ha1a2; b1b2i) = a1a2b1b2 = a1b1a2b2 = f(ha1; b1i)f(ha2; b2i). �I 5.10.5. Lemma. Zobrazení f z pøed
hozí de�ni
e je þnaÿ právì tehdy, kdy¾ A�B� = G�.32



Æ Dùkaz. A�B� je z de�ni
e obor hodnot f . �I 5.10.6. Lemma. Je-li f z pøed
hozí de�ni
e homomor�smus, pak je f prostý právì tehdy,je-li A� \ B� = f1g.Æ Dùkaz.()) Víme, ¾e ker f = fh1; 1ig. Ne
h» 
 2 A\B. Pak triviálnì 
 2 A a 
�1 2 B a h
; 
�1i 2 A�B.A nebo» f(h
; 
�1i) = 

�1 = 1, je h
; 
�1i = h1; 1i, tedy hlavnì 
 = 1.(() Ne
h» A� \ B� = f1g. Mìjme libovolné ha; bi 2 ker f . Pak f(a; b) = ab = 1, tedy a = b�1a nutnì a = b�1 2 A� \B� a tedy a = b = 1. �I 5.10.7. Vìta. Platí G = A� B právì tehdy, kdy¾ platí:(1) (8a 2 A�; b 2 B�)(ab = ba);(2) A�B� = G�;(3) A� \B� = f1g.I 5.10.8. Poznámka. V aditivní grupì pou¾íváme název direktní souèet.I 5.10.9. Vìta. Je-li G = A� B, pak platí(4) A C G, B C G;(5) AB = G (tedy A a B komutují);(6) (8x 2 G�)(91 a 2 A�; b 2 B�)(x = ab = ba).Æ Dùkaz.(4) Mìjme 
 2 G�, x 2 A, y 2 B a podle (2) je 
 = ab, a 2 A�, b 2 B�. Pak�
(x) = 
x
�1 = abxb�1a�1 (1)== axbb�1a�1 = axa�1 2 A�a �
(y) = 
y
�1 = a 2B�z }| {byb�1 a�1 = byb�1aa�1 = byb�1 2 B�:(5) Podle lemmatu o teè
e je G� = A�B� � (AB)� = G�, tedy AB = G.(6) Zobrazení f je bijek
e, tedy existuje právì jedna dvoji
e a; b taková, ¾e f(a; b) = 
. �I 5.10.10. Vìta. Buï G 
ykli
ká grupa øádu pk11 � � � pknn { standardní rozklad na prvoèísla. PakG = A1 � � � � � An, kde Ai má øád pi. 33



I 5.10.11. Pøíklad. Pro Z6 = Z =�6 = (f0; 1; : : : ; 5g;+) má øád 6 = 2 � 3 a lze ji napsat jakoZ6 = A�B. Platí A� = f0; 3g a B� = f0; 2; 4g.I 5.10.12. Vìta. Buï G = A� B. Pak G=A �= B.Æ Dùkaz. Z vìty o izomor�smu je AB =A �= B =A \B, ale AB = G, A\B = E, tedy B =E �= B,tedy G=A �= B. �6. Okruhy� 6.1. OkruhI 6.1.1. Defini
e. Øekneme, ¾e algebra R = (M;+; �) je okruh (angl. ring), pokud platí:(1) algebra (M;+) je Abelova grupa; nazýváme ji aditivní grupa okruhu R a znaèíme R+;(2) algebra (M; �) je grupoid; nazýváme jej multiplikativní grupoid okruhu R a znaèíme R�;(3) distributivní zákon, tj.(8a; b; 
 2M)(a(b + 
) = (ab) + (a
) ^ (b + 
)a = (ba) + (
a)):I 6.1.2. Pøíklad. Z = (Z;+; �) je okruh 
elý
h èísel.I 6.1.3. Poznámka. Jak jsme zvyklí, má opera
e násobení vìt¹í prioritu ne¾ opera
e sèítání,tj. ab + 
 := (ab) + 
.I 6.1.4. Defini
e. E = (f0g;+; �) je triviální okruh.I 6.1.5. Defini
e. Øekneme, ¾e okruh R je aso
iativní, resp. je komutativní, resp. má jednotku,má-li stejnou vlastnost i multiplikativní grupoid R�.I 6.1.6. Pøíklad.(1) Okruh Z = (Z;+; �) je aso
iativní, komutativní a má jednotku.(2) Okruh (C n;n ;+; �) je aso
iativní, má jednotku (jednotkovou mati
i), ale není komutativní.(3) Vektorový prostor (V;+) s vektorovým souèinem � tvoøí orkuh (V;+;�), který není aniaso
iativní, ani komutativní.I 6.1.7. Defini
e. Zerový okruh je okruh R = (M;+; �), kde (8a; b 2M)(ab := 0).I 6.1.8. Defini
e. De�nujeme rozdíl prvkù, (8a; b 2M)(a� b := a+ (�b)).
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I 6.1.9. Vìta. Buï R = (M;+; �) okruh, ne
h» a; b 2M . Potom platí:(1) 
(a� b) = 
a� 
b; (a� b)
 = a
� b
;(2) 0 � a = a � 0 = 0;(3) (�a)b = a(�b) = �(ab);(4) (�a)(�b) = ab.Æ Dùkaz. V¹e
hno je podobné, uká¾eme první dvì.(1) 
(a� b) = 
(a� b) + 
b� 
b = 
(a� b+ b)� 
b = 
a� 
b.(2) 0 � a = (b� b)a = ba� ba = 0. �I 6.1.10. Defini
e. Èíselný okruh je libovolný okruh s pøirozenými èíselnými opera
emi as nosièem, který je èíselnou mno¾inou.I 6.1.11. Defini
e. Dìlitelé nuly jsou libovolné a; b 2 R� takové, ¾e a; b 6= 0, ale ab = 0.Okruhem bez dìlitelù nuly rozumíme okruh, ve kterém neexistují dìlitelé nuly.I 6.1.12. Pøíklad. Napø. �10 00� �01 00� = �00 00�.I 6.1.13. Vìta. Èíselné okruhy jsou bez dìlitelù nuly, tj. pro a; b 2 R� platí, ¾e(ab = 0) (a = 0 _ b = 0)):I 6.1.14. Defini
e. Oborem integrity rozumíme aso
iativní a komutativní okruh bez dìlitelùnuly.I 6.1.15. Defini
e. Buï R = (M;+; �) okruh. Polynomem nad okruhem R rozumíme libovol-nou nekoneènou posloupnost (an)1n=0 prvkù z M , v ní¾ je koneèný poèet prvkù nenulový
h.Takové n 2 N0 , ¾e an 6= 0 a (8i > n)(ai = 0) nazveme stupeò polynomu. Pro nulový polynom� = 0 0 0 0 : : : nede�nujeme stupeò.Posloupnost (an)1n=0 oznaèímeP anxn nebo a0+a1x+a2x2+ � � �+asxs, kde s je stupeò po-lynomu. Jde o formální zápis, nikoli sumu. Mno¾inu v¹e
h polynomù nad okruhem R oznaèímeR[x℄�.I 6.1.16. Defini
e. Mìjme okruh R a polynomy P =P aixi, Q =P bixi. Potom de�nujemesouèet polynomù jako P + Q := P(ai + bi)xi a souèin polynomù jako PQ := P 
kxk, kde
k :=Pki=0 aibk�i.I 6.1.17. Poznámka. Souèet i souèin polynomù jsou opìt polynomy a opera
e jsou pøirozené,jaké známe z analýzy.I 6.1.18. Defini
e. R[x℄ = (R[x℄�;+; �) nazveme okruh polynomù nad okruhem R.35



I 6.1.19. Lemma. Pokud okruh R je aso
iativní, resp. je komutativní, resp. má jednotku, máodpovídají
í vlastnost i R[x℄. Jednotkou v okruhu polynomù je 1x0 = 1 0 0 0 � � � .I 6.1.20. Lemma. Nemá-li okruh R dìlitele nuly, nemá je ani okruh R[x℄.Æ Dùkaz. Mìjme P;Q 2 R[x℄ r f�g, P = P aixi, Q = P bixi a ne
h» stupeò P je p a Q je q.Mìjme souèin PQ =P 
kxk, pak je spe
iálnì 
p+q = Pp+q0 aibp+q�i. Pro i > p je ai = 0 a proi < p je p+ q � i > q a bi = 0. Tedy 
p+q = apbq, a nebo» oba jsou nenulové a R nemá dìlitelenuly, je 
p+q 6= 0 a tedy PQ 6= �. �I 6.1.21. Defini
e. Mìjme x1; : : : ; xn soubor neuèitý
h. Pak de�nujeme R[x1; : : : ; xn℄ induk
íjako R[x1; : : : ; xn℄ := (R[x1; : : : ; xn�1℄)[xn℄.I 6.1.22. Vìta. Buï R obor integrity, pak také R[x1; : : : ; xn℄ je obor integrity.Æ Dùkaz. Dùkaz provedeme snadno induk
í podle n s vyu¾itím pøed
hozího lemmatu. �� 6.2. TìlesoI 6.2.1. Defini
e. Okruh R = (M;+; �) je tìleso, pokud platí, ¾e algebra (Mrf0g; �) je grupa.Grupu (M r f0g; �) nazýváme multiplikativní grupa tìlesa a znaèíme T�. Tìleso znaèíme T aje-li T� Abelova, øekneme, ¾e tìleso T je komutativní.I 6.2.2. Lemma. Tìleso v¾dy obsahuje alespoò 2 prvky, a to nulu a jednotku.I 6.2.3. Defini
e. De�nujeme triviální tìleso F = (f0; 1g;+; �). Opera
e na triviálním tìlesese de�nují pomo
í Cayleyový
h tabulek:+ 0 10 0 11 1 0 � 0 10 0 01 0 1I 6.2.4. Defini
e. Základní èíselná tìlesa:(1) Q := (Q ;+; �);(2) R := (R;+; �);(3) C := (C ;+; �).I 6.2.5. Poznámka. Okruh 
elý
h èísel Z = (Z;+; �) není tìlesem!I 6.2.6. Pøíklad. Polo¾me M = �a+p2b �� a; b 2 Q	, pak (M;+; �) je tìleso takové, ¾e Q  M  R. Jediné zajímavé je ukázat pøítomnost inverzního prvku: (a +p2b)�1 = a�p2ba2�2b2 .Obe
nì lze de�novat Qpn = ((Q +pnQ );+; �) pro libovolné n 2 N .
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I 6.2.7. Vìta.(1) Tìleso nemá dìlitele nuly.(2) Komutativní tìleso je obor integrity.Æ Dùkaz.(1) Nenulové prvky tìlesa tvoøí grupu, tedy jsou uzavøené vùèi násobení a tedy nemù¾e ab = 0.(2) Tìleso je v¾dy aso
iativní, tedy je-li i komutativní, je oborem integrity z de�ni
e. �I 6.2.8. Defini
e. Buïte R = (M;+; �) okruh a T = (N;+; �) tìleso.(1) Øekneme, ¾e A � M , A 6= ; je uzavøená v okruhu R, platí-li(8a; b 2 A)(ab 2 A ^ a� b 2 A):Algebru Q = (A;+; �) nazveme podokruh okruhu R a znaèíme Q b R.(2) Øekneme, ¾e B � N , B 6= ; je uzavøená v tìlese T , platí-li�8a; b 2 B��b 6= 0) (ab�1 2 B ^ a� b 2 B)�:Algebru U = (B;+; �) nazveme podtìleso tìlesa T a znaèíme U b T . Tìleso T nazývámenadtìleso tìlesa U a rela
i b roz¹íøením tìlesI 6.2.9. Pøíklad.(1) Oznaème S = f2k j k 2 Zg. Pak platí (pro okruhy) (S;+; �) bO (Z;+; �) bO (Q ;+; �).(2) Pro tìlesa platí (Q ;+; �) bT (R;+; �) bT (C ;+; �).I 6.2.10. Vìta. Buïte R = (M;+; �) okruh, resp. tìleso a ne
h» Qi b R; i 2 I je systémpodokruhù, resp. podtìles. Pak Ti2I Gi je podokruh, resp. podtìleso R.I 6.2.11. Defini
e. Buïte R = (M;+; �) okruh, A � M . Pak hAi := T fQ b R jA � Qgnazýváme podokruh generovaný mno¾inou A.I 6.2.12. Lemma.hAi� = fk1 � a11 : : : a1m1 + � � �+ kn � an1 : : : anmn jn 2 N0 ; mi 2 N ; ki 2 Z; aij 2 AgÆ Dùkaz. Mno¾ina obsahuje A, nelze ni
 vyjmout a je uzavøená v R. �I 6.2.13. Defini
e. Buïte R = (M;+; �) okruh a ne
h» Qi b R; i 2 I je systém podokruhù.Pak de�nujeme souèet podokruhù jako Pi2I Qi := 
Si2I Q�i �37



� 6.3. Kongruen
eI 6.3.1. Defini
e. Buï R = (M; �) okruh a � ekvivalen
e naM . Øekneme, ¾e � je kongruen
ena okruhu R, platí-li:(8a; b; 
; d 2M)�(a � b ^ 
 � d)) (a+ 
 � b + d ^ a
 � bd)�:I 6.3.2. Defini
e. Buï � kongruen
e na okruhu R. Pak R=� := (M = ;+; �) s opera
emiTa + Tb := Ta+b a Tab := TaTb nazýváme faktorokruh okruhu R podle kongruen
e �.I 6.3.3. Lemma. Buï � kongruen
e na okruhu R. Pak faktorokruh R=� je okruh.I 6.3.4. Vìta. Je-li okruh R aso
iativní, resp. komutativní, resp. má jednotku, potom mátuté¾ vlastnost i faktorokruh R=�.I 6.3.5. Poznámka. Neplatí obe
nì, ¾e faktorokruh tìlesa je tìlesem (nepøená¹í se vlastnostnemíti dìlitele nuly).I 6.3.6. Defini
e. Ne
h» Q b R je okruh a jeho podokruh. Pak de�nujeme ekvivalen
i �Q naR tak, ¾e a �Q b, a� b 2 Q.I 6.3.7. Poznámka. R+ je Abelova, tedy �Q je kongruen
e na grupì R+, ne v¹ak kongruen
ena okruhu R.I 6.3.8. Defini
e. Podokruh I okruhu R nazýváme ideál v R a znaèíme I C R, platí-li, ¾e(8a 2 I�)(8r 2 R�)(ra 2 I� ^ ar 2 I�):I 6.3.9. Poznámka.(1) Pøi ovìøování, ¾e I je ideál, je nejprve nutno ovìøit, ¾e je podokruhem, a pak teprvede�nují
í podmínku ideálu.(2) De�nují
í vlastnost ideálu je silnìj¹í, ne¾ uzavøenost vùèi násobení, tedy staèí ovìøit tutopodmínku a uzavøenost vùèi sèítání.I 6.3.10. Vìta. Ekvivalen
e � na R je kongruen
í právì tehdy, je-li ekvivalen
í indukovanouideálem, tj. (9I C R)((�) = (�I)).Æ Dùkaz.(() Vezmìme tøídu T0 kongruen
e � a uká¾eme, ¾e I = (T0;+; �) je hledaný ideál.Platí a � 0 a b � 0, tedy a� b � 0 a tedy a� b 2 T0. Dále a � 0 a r � r, tedy ar � 0 ara � 0 a tedy ar; ra 2 T0.Z grup víme, ¾e (�) = (�T0), 
o¾ jsme 
htìli ukázat.
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()) Mìjme I C R. Pak a �I b , a � b 2 I�. Ekvivalen
e �I je kongruen
í na R+, tedyzbývá ukázat druhá podmínka, tj. ¾e a
 �I bd pokud a = b a 
 = d. Platí a
 � bd =a
� ad + ad� bd = a(
� d) + (a � b)d, a nebo» (
� d); (a� b) 2 I a ideál je uzavøenýna násobení v¹emi prvky R a na sèítání, je i a(
� d) + (a� b)d 2 I. �I 6.3.11. Pøíklad. Mìjme okruh 
elý
h èísel Z = (Z;+; �). Pak pro libovolné m 2 N0 de�-nujeme �m jako a �m b , (9s 2 Z)(a� b = sm). Pak Im := fsm j s 2 Zg je ideál a Im jsouv¹e
hny ideály na Z.Zjevnì splývá Z =�m a Z = Im. Budeme proto pou¾ívat spoleènou znaèku Zm a názevokruh zbytkový
h tøíd modulo m.I 6.3.12. Vìta. Ne
h» m 2 N (tedy m 6= 0). Pak v jedné tøídì Zm le¾í 2 èísla a; b právì tehdy,dávají-li stejný zbytek po dìlení m. Okruh zbytkový
h tøíd Zm má øád m.I 6.3.13. Vìta. Buïte R okruh s jednotkou, I C R a ne
h» 1 2 I�. Pak I = R.Æ Dùkaz. Mìjme libovolné r 2 R� a 1 2 I�. Pak nutnì r � 1 2 I a tedy R� � I�. Opaèna inkluzeplyne z de�ni
e ideálu. �I 6.3.14. Vìta. Bu» R okruh. Pak:(1) R C R;(2) E C R.I 6.3.15. Defini
e.(1) Ideál I C R nazveme netriviální, pokud I 6= R a I 6= E.(2) Okruh R oznaèujeme jednodu
hý, pokud nemá netriviální ideály.� 6.4. Jednodu
hé okruhyI 6.4.1. Vìta. Ne
h» R je okruh a I C R. Pak I+ C R+. (Tedy je-li I ideál, pak je i normálnípodgrupou aditivní grupy R+.)I 6.4.2. Vìta.(1) Okruh R prvoèíselného øádu p je jednodu
hý.(2) Libovolné tìleso T je jednodu
hý okruh.
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Æ Dùkaz.(1) Pokud by R mìl netrivální ideál, pak by R+ mìla netriviální normální podgrupu, alez prvoèíselnosti øádu víme, ¾e taková normální podgrupa neexistuje.(2) Mìjme libovolný ideál I C T . Uká¾eme, ¾e I 6= E ) I = T , tedy existují pouze triviálníideály. Ideál je nenulový, tedy (9a 2 I� r f0g). Pak a�1 2 T , tedy aa�1 = 1 2 I� a tedyI = T . �I 6.4.3. Poznámka. Lze de�novat jednostranné ideály, ale z dùkazu je vidìt, ¾e tìleso nemáani jednostranné ideály.I 6.4.4. Vìta. Prùnik i souèet libovolného systému ideálù v okruhu R je ideál v R.Æ Dùkaz. Mìjme systém I� C R pro � 2 J . Oznaème A = T I� a B =P I�(prùnik) Prùnik je podokruhem, tedy staèí ukázat de�nièní podmínku ideálu. Mìjme libovolnéa 2 A a r 2 R�. Pak (8� 2 J)(a 2 I�), tedy (8� 2 J)(ar 2 I�), tedy ar 2 A.(souèet) Souèet je podokruhem, tedy opìt staèí ukázat de�nièní podmínku ideálu. Mìjmelibovolné a 2 B a r 2 R�. Pak a je tvaru a = k1 � a11 : : : a1n1 + � � �+ km � am1 : : : amnm ,kde ki 2 Z a ai` 2 S I�. Tedy zvlá¹tì ai1 2 I��i (�i vybere pøíslu¹ný ideál). Pak souèinai1ai2 : : : aini je tvaru ai1ri pro nìjaké ri 2 R�, tedy nebo» I� je ideál, je ai1ri 2 I� a takébi = ki� ai1ri 2 I�. Potom a = b1+ � � �+ bm. Pro libovolné r 2 R� je ra = rb1+ � � �+ rbma platí (8i)(rbi 2 I�i). Ale I�i � S I� � hS I�i = B. Z uzavøenosti B na souèty je ra 2 Ba podobným zpùsobem uká¾eme, ¾e ar 2 B. �I 6.4.5. Defini
e. Buï R = (M;+; �) okruh. Hlavním ideálem generovaným prvkem a 2 M(znaèíme Ia) rozumíme nejmen¹í ideál v R obsahují
í prvek a.I 6.4.6. Poznámka. De�ni
e je korektní, nebo» ka¾dý prvek le¾í v nìjakém ideálu (pøinejhor-¹ím a 2 R C R), a existuje nejmen¹í, nebo» prùnik systémem ideálù obsahují
í
h a je ideálobsahují
í a a je nutnì nejmen¹í: Ia = \JCRa2J J:I 6.4.7. Lemma. Ne
h» R je aso
iativní a komutativní okruh a a 2 R a oznaème Ja :=fra j r 2 R�g. Pak Ja je ideál a platí:(1) Má-li R jednotku, je Ia = Ja (tedy Ja je hlavní ideál generovaný a).(2) Nemá-li R jednotku, je Ia = hJa [ fagi = fra+ k � a j r 2 R�; k 2 Zg.
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Æ Dùkaz. Mìjme libovolné b = ra 2 Ja, kde r 2 R a a 2 Ja a libovolné q 2 R. Pak bq = qb =qra 2 R�a = J�a , tedy Ja splòuje de�nièní vlastnost ideálu. V hlavním ideálu gerenrovaném ale¾í v¹e
hny souèiny tvaru ra, tedy nutnì Ja � Ia. Pokud naví
 existuje jednotka, je a = 1a 2 Jaa tedy Ja = Ia. Pokud jednotka neexistuje, je nutné Ja roz¹íøit o násobky a. �I 6.4.8. Defini
e. Aso
iativní a komutativní okruh nazveme okruhem hlavní
h ideálù, je-liv nìm ka¾dý ideál hlavní.I 6.4.9. Pøíklad. Uká¾eme, ¾e Z = (Z;+; �) je okruh hlavní
h ideálù. Ideály Im = fsm j s 2 Zgjsou hlavní. Vezmìme si libovolný ideál I C Z, pak víme, ¾e I+ je normální podgrupa Z+. AleZ+ je 
ykli
ká, tedy i I+ je 
ykli
ká a tedy existuje generátor m takový, ¾e I = I+ = hmi =fk �m j k 2 Zg = fsm j s 2 Zg. Tedy I = Im a je hlavní.� 6.5. HomomorfismyI 6.5.1. Defini
e. Buïte R1, R2 okruhy, Ri = (Mi;+; �). Øekneme, ¾e h : M1 ! M2 jehomomor�smus okruhù, pokud platí:(8x; y 2M1)�h(x + y) = h(x) + h(y) ^ h(xy) = h(x)h(y)�:(Tedy h je homomor�smus na okruhu, pokud je homomor�smem na aditivním i multiplikativ-ním grupoidu.)Znaèíme h : R1 ! R2.I 6.5.2. Defini
e. Podobnì, jako na grupá
h, de�nujeme na okruzí
h monomor�smus, epimor�smus,izomor�smus, endomor�smus, automor�smus.I 6.5.3. Defini
e. Okruhy R1 a R2 jsou izomorfní (znaèíme R1 �= R2), pokud existuje izomor-�smus h : R1 ! R2.I 6.5.4. Lemma. h(R1) b R2.I 6.5.5. Vìta. Je-li R1 aso
iativní, resp. komutativní, resp s jednotkou, pak tuté¾ vlastnostmá i h(R1).I 6.5.6. Poznámka. Nepøená¹í se vlastnost nemíti dìlitele nuly a býti tìlesem.I 6.5.7. Defini
e. Jádrem homomor�smu h : R1 ! R2 rozumímemno¾inu ker h := h�1(f0g) =fx 2 R�1 jh(x) = 0g.I 6.5.8. Lemma. Ne
h» h je homomor�smus.(1) ker h C R1(2) h je monomorfní (prostý) právì tehdy, kdy¾ ker h = f0g.I 6.5.9. Vìta. Podokruh okruhu R je ideál právì tehdy, je-li jádrem nìjakého homomor�smude�novaného na R. 41



I 6.5.10. Vìta (o homomorfismu okruhù). Buïte R1, R2 okruhy a ne
h» h : R1 ! R2 jehomomor�smus. Potom h(R1) �= R1 = ker h.I 6.5.11. Vìta. Buïte R1, R2 okruhy, h : R1 ! R2 monomor�smus. Je-li R1 bez dìlitele nuly,resp. tìlesem, pak má odpovídají
í vlastnost i podokruh h(R1) okruhu R2.� 6.6. Podílová tìlesaI 6.6.1. Vìta. Ne
h» m � 2. Okruh Zm je okruhem s dìliteli nuly pro m slo¾ené, a je komu-tativním tìlesem pro m prvoèíselné.Æ Dùkaz.(1) Mìjme m = uv takové, ¾e u; v < m. Pak T0 = Tm = TuTv a Tu; Tv jsou dìlitelé nuly.(2) Mìjme m 2 P a ne
h» k je takové, ¾e 0 < k < m. Pak nebo» Æ(k;m) = 1, existují u; v 2 Ztaková, ¾e uk + vm = 1, z èeho¾ TuTk = T1 � TvTm = T1 a tedy Tu = T�1k . �I 6.6.2. Lemma. Buï R okruh. Potom R je bez dìlitelù nuly právì tehdy, lze-li v jeho mul-tiplikativním grupoidu R� krátit nenulovým prvkem, tj.(8a; b; 
 2 R�; 
 6= 0)�(a
 = b
 _ 
a = 
b)) a = b�Æ Dùkaz.()) Platí 0 = a
 � b
 = (a � b)
. Nebo» 
 6= 0 a R je bez dìlitelù nuly, je a � b = 0 a tedya = b. Krá
ení zleva se uká¾e obdobnì.(() Ne
h» ab = 0 = 0 � b nebo ba = 0 = b � 0. Tedy pro b 6= 0 je a = 0, 
o¾ znamená, ¾e nejsouoba nenulové. �I 6.6.3. Poznámka. Má-li se okruh R vnoøit do tìlesa, nutnì nesmí mít dìlitele nuly.I 6.6.4. Lemma. Ne
h» okruh R1 lze izomorfnì vnoøit do okruhu R2 a ne
h» R�1 \R�2 = ;. Pakexistuje okruh Q takový, ¾e R1 b Q a Q �= R2.Æ Dùkaz. De�nujme Q� = (R�2 r h(R1)) [ R�1 a de�nujme zobrazení g : Q� ! R�2 následovnì:g(x) = � h(x) pro x 2 R�1x jinakZjevnì g je bijek
e. To nám umo¾òuje de�novat Q = (Q�;�;�) s opera
emi a � b :=g�1(g(a) + g(b)) a a� b := g�1(g(a) � g(b)). Pak g(a� b) = g(a) + g(b) a g(a� b) = g(a) � g(b),tedy g je homomor�smus a tedy izomor�smus.Celkovì tedy máme, ¾e Q �= R2 a R1 b Q. �42



I 6.6.5. Vìta. Libovolný obor integrity R lze vnoøit do komutativního tìlesa.Æ Dùkaz. Je-li R = E, pak jej lze vnoøit do triviálního tìlesa F . Tedy pøedpokládejme R 6= E.De�nujme mno¾inuM := fha; bi j a; b 2 R�; b 6= 0g. Dále de�nujeme � jako ha; bi � h
; di ,ad = b
 a uká¾eme, ¾e je ekvivalen
í. Re
exivita a symetrie je zøejmá, uká¾eme transitivitu.Ne
h» ad = b
 a 
f = de. Pak adf = b
f = bed a z pøed
hozího lemmatu, z nenulovosti d az komutativity vidíme, ¾e af = be.Vezmìme faktor-mno¾inu M =� a oznaèujme ab tøídu M =� obsahují
í prvek ha; bi, tedyha; bi 2 ab 2M =�. þZlomkyÿ se 
hovají pøirozenì: ab = 
d , ha; bi � h
; di , ad = b
. Lze takékrátit nenulovým prvkem: aebe = ab .De�nujeme okruh UR := (M =�;�;�) jako ab� 
d := ad+b
bd a ab� 
d := a
bd . Nebo» R neobsahujedìlitele nuly, nemáme ve jmenovateli nulu. Zbývá ukázat korektnost de�ni
e: Mìjme a0b0 = ab ,tj. a0b = ab0, a 
0d0 = 
d , tj. 
0d = 
d0.Uká¾eme, ¾e ad+b
bd = a0d0+b0
0b0d0 , tj. bd(a0d0 + b0
0) ?= b0d0(ad + b
), tj. bda0d0 + bdb0
0 ?= b0d0ad +b0d0b
, tj. (a0b)dd0 + (
0d)bb0 ?= (ab0)dd0 + (
d0)bb0, ale a0b = ab0 a 
0d = 
d0, tedy rovnost platí.Podobnì lze rozepsat opera
i �. �Dále de�nujeme h : R! UR jako h(x) = xaa pro a 6= 0 (nezávislost na výbìru a je zøejmá).Uká¾eme, ¾e h je monomor�smus. Platí h(x + y) = (x+y)aa = xa+yaa = (xa)a+(ya)aaa = xaa � yaa ah(x) � h(y) = xaa � yaa = xayaaa = xyaa . Ne
h» h(x) = 0, tj. ax = 0, ale a 6= 0 a nejsou dìlitelénuly, tedy x = 0 a h je prosté.Celkovì tedy máme R �= h(R) b UR a podle pøed
hozího lemmatu existuje tìleso TR takové,¾e R b TR �= UR.I 6.6.6. Defini
e. Okruh UR z pøed
hozí vìty nazveme tìleso zlomkù.I 6.6.7. Poznámka.(1) Ka¾dý zlomek tvaru 0b je nulou.(2) Ka¾dý zlomek tvaru aa je jednotkou.(3) Platí �ab = �ab = a�b .(4) Pro a 6= 0 je �ab ��1 = ba .(5) UR je obor integrity s jednotkou, tedy tìleso.I 6.6.8. Defini
e. Tìleso TR z pøed
hozí vìty nazveme podílové tìleso oboru itegrity R.I 6.6.9. Lemma. Buïte R1, R2 obory integrity a T1, T2 jeji
h podílová tìlesa. Pak R1 �= R2 )T1 �= T2.Æ Dùkaz. Existuje izomor�smus h : R1 ! R2 a de�nujme izomor�smus �h : U1 ! U2 jako�h �ab � = h(a)h(b) . Je tøeba triviálnì ukázat, ¾e obraz nezavisí na reprezentantu ab , ¾e h(b) 6= 0 a ¾e�h je izomor�smus. Tedy máme T1 �= U1 �= U2 �= T2. �I 6.6.10. Lemma. Tìleso TR je nejmen¹í tìleso obsahují
í obor integrity R.43



Æ Dùkaz. Ne
h» S je libovolné tìleso a R b S. De�nujeme h : UR ! S jako h �ab � = ab�1, 
o¾mù¾eme, proto¾e a, b jsou prvky tìlesa a b 6= 0. Opìt de�ni
e nezávisí na reprezentantu.Uká¾eme, ¾e zobrazení h je homomor�smus. h �ab � 
d� = h �ad+b
bd � = (ad + b
)(bd)�1 =add�1b�1 + b
d�1b�1 = ab�1 + 
d�1 = h �ab � + h � 
d�. Za
hování souèinu se ovìøí podobnì.Opomnìli jsme ovìøit, ¾e prvky inverzní k prvkùm z oboru integrity komutují. Tedy ne
h»xy = yx, pak y = x�1yx a tedy yx�1 = x�1y. Opìt h �ab� = 0, ab�1 = 0, a = 0, tedy h jeprosté.Celkovì dostáváme, ¾e TR �= UR �= h (UR) b S. �I 6.6.11. Dùsledek. Podílové tìleso komutativního tìlesa T (jako oboru integrity) je izomorfnís T .� 6.7. Charakteristika tìlesaI 6.7.1. Poznámka. Øád jednotky 1 jako prvku aditivní grupy T+ tìlesa T je nejmen¹í pøiro-zené èíslo n 2 N takové, ¾e n� 1 = 1 + � � �+ 1| {z }n-krát = 0. Pokud (8n 2 N)(n � 1 6= 0), má jednotkanekoneèný øád.I 6.7.2. Lemma. Jednotka má v T+ øád nekoneèný nebo prvoèíselný.Æ Dùkaz. Lemma doká¾eme sporem. Ne
h» n = uv a u; v < n. Pak (u� 1) � (v� 1) = (1 + � � �+1)(1 + � � �+ 1) = (uv)� 1 = n� 1 = 0, tedy u� 1 a v � 1 jsou dìlitelé nuly, 
o¾ je spor. �I 6.7.3. Defini
e. Øekneme, ¾e tìleso T má 
harakteristiku p 2 P, resp. 0, má-li jednotkav T+ øád p, resp. nekoneèný.I 6.7.4. Dùsledek.(1) V¹e
hna èíselná tìlesa (napø. Q, R, C) mají 
harakteristiku 0.(2) Ka¾dé koneèné tìleso má nenulovou 
harakteristiku.(3) Tìleso zbytkový
h tøíd Zp má 
harakteristiku p.I 6.7.5. Vìta. Buï T tìleso 
haraktestiky p, resp. 0. Pak libovolný prvek a 2 T �, a 6= 0 máv T+ øád p, resp. nekoneèný.Æ Dùkaz. Platí n � a = a + � � � + a = 1a + � � � + 1a = (1 + � � � + 1)a = (n � 1)a. Tedyn� a = 0, n� 1 = 0, 
o¾ jsme 
htìli ukázat. �� 6.8. PrvotìlesoI 6.8.1. Defini
e. Prvotìlesem tìlesa T rozumíme jeho nejmen¹í podtìleso (prùnik v¹e
h jehopodtìles). Prvotìleso znaèíme PT .I 6.8.2. Vìta. Buï T tìleso 
harakteristiky p, resp. 0. Potom prvotìleso T je izomorfní s tì-lesem zbytkový
h tøíd Zp, resp. s tìlesem ra
ionální
h èísel Q.44



Æ Dùkaz. Oznaème PT prvotìleso tìlesa T . Pak nutnì 1 2 PT . De�nuji S := fk � 1 j k 2 Zg anutnì S 2 PT . Platí (k � 1)� (`� 1) = (k � `)� 1 2 S a (`� 1)(k � 1) = `k � 1 2 S, tedy Sje podokruh okruhu T .De�nujeme h : Z ! S jako h(k) = k � 1. Snadno uká¾eme, ¾e h je epimor�smus. Podlevìty o homomor�smu je h(Z) = S �= Z = ker h.Zkoumejme následují
í 2 mo¾né pøípady:(
hT = p 2 P) Pak ker h = fk 2 Z j k � 1 = 0g = Ip. Tedy S �= Z = Ip = Zp a proto¾e p jeprvoèíslo, je Zp tìleso. Z izomor�e S je také tìlesem a platí S � PT a nebo» S je tìleso aPT je nejmen¹í podtìleso, platí S = PT a PT �= Zp.(
hT = 0) Pak k � 1 = 0 , k = 0 a ker h = E = f0g. A tedy S �= Z =E �= Z, ale Z nenítìlesem, je pouze oborem integrity, tedy i S je oborem integrity a existují podílová tìlesaTS a TZ , která jsou izomorfní. Vezmìme US a de�nujme g : US ! T jako g �ab� = ab�1.O tomto zobrazení jsme ji¾ døíve ukázali, ¾e je monomor�smus, tedy US �= g (US) b T(podtìlesem). Uká¾eme, ¾e g (US) = PT .(�) PT je nejmen¹í podtìleso, tedy PT � g (US).(�) Mìjme libovolné y 2 g (US), y = ab�1, kde a; b 2 S � PT . Ale PT je tìleso, tedyy 2 PT .Tedy 
elkovì máme PT = g (US) �= US �= TS �= TZ = Q. �I 6.8.3. Poznámka.(1) Okruh Z nemá dìlitele nuly, ale Zm pro m slo¾ené mají dìlitele nuly. To dává protipøíkladk domnìn
e, ¾e obe
ný homomor�smus za
hová vlastnost nemíti dìlitele nuly.(2) Ne
h» T je jednodu
hý okruh, tj. jediné jeho ideály jsou E a T . Ale v¹e
hny ideály jsoujádra v¹e
h homomor�smù. Tedy buï ker h = E a h je monomor�smus, nebo ker h = Ta h(T ) = f0g, 
o¾ zjevnì není tìlesem. To dává protipøíklad k domnìn
e, ¾e obe
nýhomomor�smus za
hovává tìlesovost.7. Moduly a lineární algebry� 7.1. ModulyI 7.1.1. Defini
e. Mìjme aditivní grupu G = (M;+) a mno¾inu skalárù S 6= ;. Pro ka¾dé� 2 S de�nujeme endomor�smus znaèený stejnì � : G ! G. Pak systém GS := (G; S)nazýváme grupa s operátory.I 7.1.2. Defini
e. Pøípustnou podgrupou grupy s operátory nazveme takové H b G, ¾e (8� 2S)(8a 2 H�)(�a 2 H�).
45



I 7.1.3. Pøíklad.(1) Mìjme libovolnou grupu G a mno¾inu 
elý
h èísel Z jako skaláry. De�nujme pro k 2 Z ax 2 G� hodnotu kx := k � x. Pak GZ je grupa s operátory.(2) Ne
h» G je Abelova grupa. Oznaème EG mno¾inu v¹e
h endomofrismù a de�nujme proh; g 2 EG opera
e (h� g)(x) := h(x) + g(x) a (h� g)(x) := h(g(x)). Pak (EG;�;�) tvoøíokruh nazývaný okruh endomor�smù. Pak pøípustnou podgrupou grupy s operátory GEGje taková podgrupa, která je uzavøená vùèi v¹em endomor�smùm. Pøípustné podgrupyGEG se nazývají úplnì 
harakteristi
ké.(3) Pøípustné podgrupy GAG se nazývají 
harakteristi
ké.(4) Pøípustné podgrupy GIG se nazývají normální. (Narozdíl od EG nejsou AG ani IG okruhy,pøesto mohou jeji
h prvky být skaláry.)I 7.1.4. Defini
e. Modulem rozumíme grupu s operátory GR, kde R je aso
iativní okruhs jednotkou a (8�; � 2 R�)(8a 2 G�)�(� + �)a = �a + �a ^ �(�a) = �(�a)�. Modul GRnazveme unitární, pokud 1 � a = a.I 7.1.5. Defini
e. Unitární modul GR nazveme vektorovým prostorem, pokud R je tìlesem.I 7.1.6. Pøíklad. Vezmìme G = R+ a R = R. Pak (R+; R) je modulem.� 7.2. Lineární algebryI 7.2.1. Defini
e. Mìjme okruh R a mno¾inu skalárù S 6= ;. Pak (R; S) je okruh s operátory,pokud (R+; S) je grupa s operátory a platí (8� 2 S)(8a; b 2 R�)��(ab) = (�a)b = a(�b)�.I 7.2.2. Defini
e. Lineární algebra je dvoji
e (R; S), kde R je okruh, S je tìleso a platí:(1) (R+; S) je unitární modul;(2) (R; S) je okruh s operátory.I 7.2.3. Poznámka. Pokud zapomeneme násobení skaláry, je lineární algebra okruhem. Pokudzapomeneme okruhové násobení, je vektorovým prostorem.I 7.2.4. Pøíklad.(1) (C n;n ;+; �) je lineární algebra nad C .(2) (C n;n ;+; �) je lineární algebra nad R.(3) CR je lineární algebra C nad R.(4) RR je lineární algebra R nad R.I 7.2.5. Defini
e. Algebry de�nované nad tìlesem reálný
h èísel nazýváme reálné.46



I 7.2.6. Poznámka. Mìjme U tìleso a T b U jeho podtìleso. Pak U je lineární algebra nadT a U+ je vektorový prostor nad T .� 7.3. Algebra kvaternionùVymyslel ji Hamilton v Dublinu 16. øíjna 1843.Vezmìme algebru C 2;2 nad R a uva¾ujme podmno¾inuK := �� a��b b�a� ���� a; b 2 C� :Uká¾eme, ¾e K je podalgebra C 2;2 . Uzavøenost vùèi sèítání mati
 je zjevná, stejnì tak vùèinásobení reálným èíslem. Zbývá nám uzavøenost vùèi souèinu:� a��b b�a�� 
� �d d�
� = � a
� b �d��b
� �a �d ad+ b�
��bd+ �a
� :Tedy K nad R je algebrou, kterou nazýváme kvaternionová algebra a její prvky kvaterniony.Je aso
iativní, není komutativní, má jednotku �10 01� a je algebrou s dìlením (tedy K jakookruh je tìlesem) | uká¾eme. Pro dané a; b hledáme 
; d, aby a
� b �d = 1 a �b
+ �a �d = 0. Zbylédvì rovni
e jsou lineárnì závislé na tì
hto dvou. Mati
e soustavy s neznámými 
; �d je �a�b �b�a � ajejí determinant je D = jaj2 + jbj2. Tedy podle Cramerova pravidla je 
 = �aD a �d = ��bD , tedyd = �bD .Zapi¹me a = �1 + �2i a b = �1 + �2i, kde �1;2; �1;2 2 R. Pak� a��b b�a� = � �1 + �2i��1 + �2i �1 + �2i�1 � �2i� = �1�10 01�| {z }e +�2� i0 0�i�| {z }i +�1� 0�1 10�| {z }j +�2�0i i0�| {z }k :Tedy dimK = 4 a (e; i; j; k) tvoøí bázi K. Prvky báze se násobí podle následují
í tabulky (prvníèinitel vlevo, druhý nahoøe): � 1 i j k1 1 i j ki i �1 k �jj j �k �1 ik k j �i �1Oznaème Q8 := f1;�1; i;�i; j;�j; k;�kg. Pak Q8 s násobením podle tabulky je grupanazývaná kvaternionová grupa. V úvahu pøi
házejí ètyø- a dvouprvkové podgrupy. Jsou tøi4prvkové podgrupy, napø. f1;�1; i;�ig, a jedna 2prvková f1;�1g. První 3 mají index 2 a jsoutudí¾ normální, takté¾ 2prvková je normální. Tedy Q8 je pøíklad neabelovské grupy, která máv¹e
hny podgrupy normální. Takové grupy se nazývají hamiltonovské.I 7.3.1. Vìta (Frobenius). Buï A reálná aso
iativní koneènìdimenzionální lineární algebrabez dìlitelù nuly. Je-li A komutativní, potom je izomorfní s algebrou CR nebo RR. Není-li Akomutativní, pak je izomorfní s algebrou kvaternionù.
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8. Teorie svazù� 8.1. SvazyI 8.1.1. Defini
e. Svazem (angl. latti
e) rozumíme algebru S = (M;^;_) se dvìma binárnímiopera
emi takovou, ¾e pro libovolné a; b; 
 2M platí:(1) a ^ b = b ^ a, a _ b = b _ a (komutativní zákon);(2) (a ^ b) ^ 
 = a ^ (b ^ 
), (a _ b) _ 
 = a _ (b _ 
) (aso
iativní zákon);(3) a ^ (b _ a) = a, a _ (b ^ a) = a (zákon absorp
e).Opera
i ^ nazýváme prùsek a opera
i _ spojení.I 8.1.2. Lemma. Ve svazu S = (M;^;_) platí pro libovolný prvek a 2 M , ¾e a ^ a = a aa _ a = a (tzv. idempotentnost)Æ Dùkaz. a ^ a = a ^ (a _ (b ^ a)) = a, druhá rovnost symetri
ky. �I 8.1.3. Vìta (prin
ip duality v teorii svazù). Máme-li formuli v teorii svazù, kteráplatí ve v¹e
h svaze
h, pak duální formule vzniklá prohozením opera
í prùseku a spojení opìtplatí ve v¹e
h svaze
h.� 8.2. Svazovì uspoøádaná mno¾inaI 8.2.1. Poznámka. Pøipomeneme dùle¾ité pojmy pro uspoøádané mno¾iny (M;�).(1) Horní závora mno¾iny A �M je ka¾dé takové a 2M , ¾e (8x 2 A)(x � a).(2) Má-li mno¾ina horní
h závor první prvek, nazveme jej supremum A. Pro s = supA platí:(a) (8a 2 A)(a � s);(b) �8t 2M��(8a 2 A)(a � t)) s � t�.(3) sup ; je první prvek mno¾iny M (pokud existuje).(4) supM je poslední prvek mno¾iny M (pokud existuje).I 8.2.2. Defini
e. Øekneme, ¾e uspoøádaná mno¾ina (M;�) je svazovì uspoøádaná, má-li v nílibovolná 2prvková mno¾ina in�mum a supremum.I 8.2.3. Lemma. Pro libovolné prvky svazu platí, ¾ea ^ b = a () a _ b = b:Æ Dùkaz.()) a _ b = (a ^ b) _ b = b.(() a ^ b = a ^ (a _ b) = a. �48



I 8.2.4. Vìta.(1) Buï S = (M;^;_) svaz. De�nujme-li na M binární rela
i � jako a � b, a^ b = a, pak(M;�) je svazovì uspoøádaná.(2) Buï (M;�) svazovì uspoøádaná mno¾ina. De�nujeme-li na M binární opera
e ^;_ jakoa ^ b := inffa; bg a a _ b := supfa; bg, pak (M;^;_) je svazem.Æ Dùkaz.(1) (re
exivita) a � a, a ^ a = a.(antisymetrie) a ^ b = a a b ^ a = b, a z komutativity plyne a = b.(transitivita) Ne
h» a � b a b � 
, pak a ^ 
 = a ^ b ^ 
 = a ^ b = a.(je svazové) Uká¾eme, ¾e inffa; bg = a ^ b. Obdobnì supfa; bg = a _ b.(2) (komutativita) a ^ b = inffa; bg = inffb; ag = b ^ a.(aso
iativita) (a^ b)^ 
 = inffinffa; bg; 
g = inffa; b; 
g = inffa; inffb; 
gg = a^ (b ^ 
)s vyu¾itím následují
ího lemmatu a faktu, ¾e ka¾dá 2prvková má in�mum.(pohl
ení) inffa; supfb; agg = a z de�ni
e.Druhý z ka¾dé dvoji
e axiomù doká¾eme podobnì. �I 8.2.5. Lemma. Mìjme uspoøádanou mno¾inu (M;�) a a; b; 
 2 M . Potom pokud existujeinffinffa; bg; 
g =: i, je i = inffa; b; 
g. Pokud je naví
 (M;�) svazovì uspoøádaná, platíi = inffa; inffb; 
gg.Æ Dùkaz.(i � a; b; 
) Je i � 
 a i � inffa; bg, tedy i � a; b.(d � a; b; 
) d � i) Nebo» d � a a d � b, je d � inffa; bg, a souèasnì je d � 
, tedyd � inff
; inffa; bgg = i.Pokud je naví
 uspoøádaní svazové, pak existuje in�mum 2prvkové mno¾iny fb; 
g a takéin�mum 2prvkové mno¾iny fa; inffb; 
gg. A tedy je podle prvního tvzení inffa; inffb; 
gg =inffa; b; 
g = i. �I 8.2.6. Poznámka. Opera
e jsou jednoznaènì svázané, nebo» napø. pomo
í ^ de�nujeme �a to nám de�nuje _.I 8.2.7. Lemma. Buï S = (M;^;_) svaz a ne
h» a; b; 
 2M . Potom platí(a � b)) (a ^ 
 � b ^ 
 et a _ 
 � b _ 
):Æ Dùkaz. Z de�ni
e: a ^ 
 ^ b ^ 
 = a ^ 
, a _ 
 _ b _ 
 = b _ 
. �I 8.2.8. Defini
e. Mìjme svaz S = (M;^;_). Pak pro N � M je T = (N;^;_) podsvazemsvazu S, pokud je N svazem, tj. pokud je neprázdná a uzavøená vùèi obìma opera
ím.49



I 8.2.9. Pøíklad.(1) Mno¾inový svaz S = (M;\;[), kdeM je systém mno¾in uzavøený na opera
e. Spe
iálnímpøípadem je M = P (A), kde snadno ovìøíme platnost axiomù svazu. Svazové uspoøadánímno¾inového svazu je inkluze �.Mìjme A mno¾inu a B � A její podmno¾inu. Pak (P (B) ;\;[) je podsvazem svazu(P (A) ;\;[).Dále napø. &-algebry tvoøí mon¾inové svazy.(2) Pro libovolné a 2 S� je (fag;^;_) podsvazem S.Pro libovolné a; b 2 S� je (fa; bg;^;_) podvazem S, pokud jsou srovnatelné.(3) Úplnì uspoøádaná mno¾ina je uspoøádaná svazovì a supremum a in�mum pøe
házi v ma-ximum a minimum (v¾dy to bude jeden z obou prvkù). Pøíkladem jsou èíselné mno¾iny(N0 ;�) èi (R;�).(4) Mìjme uspoøádání (N0 ; j) s uspoøádáním þdìlíÿ. Pak k ^ l je nejvìt¹í (podle j) takové d,¾e d j k a d j l, tj. k ^ l = Æ(k; l). Obdobnì k _ l = �(k; l).(5) MìjmeG = (M; �) grupu a oznaèmeMG systém v¹e
h její
h podgrup. Oznaème (^) = (\).Pak umíme de�novat (�) jako a � b, a\b = a, a � b. Tedy prùsek i rela
e jsou stejnéjako v mno¾inovém svazu, ale víme, ¾e sjedno
ení nemù¾e být spojením. De�nujeme jia _ b := supfa; bg, to je nejmen¹í podgrupa G obsahují
í a i b, 
o¾ je ab. Tedy platí(_) = (�).(6) NG = (N�G;\; �) je svaz v¹e
h normální
h podgrup grupy G. Pak NG je podsvazem svazuSG.(7) Podobnì tvoøí svazy systémy podokruhù, ideálù, podtìles, podprostorù vektorového pro-storu, doplnìné o prùnik a souèet.I 8.2.10. Defini
e. Mìjme a; b 2 S�, a < b. Pak intervalem nazveme mno¾inu ha; bi =fx j a � x � bg.I 8.2.11. Lemma. Interval ha; bi je podsvazem S.Æ Dùkaz. Mìjme x; y 2 ha; bi. Uká¾eme, ¾e x ^ y 2 ha; bi. Platí x � a a y � a, tedy x ^ y �a ^ y � a ^ a = a. Obdobnì pro b a pro druhou opera
i. �� 8.3. IdeályI 8.3.1. Defini
e. Buï S = (M;^;_) svaz. Ideálem rozumíme libovolný jeho podsvaz I ta-kový, ¾e platí (8a 2 I)(8s 2M)(a ^ s 2 I):
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I 8.3.2. Lemma. Buïte S = (M;^;_) svaz a I jeho podsvaz. Následují
í tvrzení jsou ekviva-lentní:(1) (8a 2 I)(8s 2M)(a ^ s 2 I) (tj. I je ideál);(2) (8a 2 I)(8b 2 S)(b � a) b 2 I);(3) (8a; b 2 S)(a _ b 2 I ) a; b 2 I).Æ Dùkaz.(1) 2) Mìjme a 2 I a b � a. Pak podle pøedpokladu a ^ b 2 I, ale souèasnì a ^ b = b, tedyb 2 I.(2) 3) Buï a _ b 2 I. Platí a � a _ b a b � a _ b a podle (2) je a _ b 2 I.(3) 1) Mìjme a 2 I a s 2M . Pak a = a _ (a ^ s) 2 I a tedy a ^ s 2 I. �I 8.3.3. Dùsledek. Ideály ve svazu S jsou takové I � M , I 6= ;, ¾e platí (8a; b 2 M)(a; b 2I , a _ b 2 I).I 8.3.4. Lemma. Buïte S svaz a a 2M . Pak mno¾ina Ia := fx 2M j x � ag je ideálem.Æ Dùkaz. Ia je uzavøená vùèi _ a platí (2) v 8.3.2. �I 8.3.5. Defini
e. Ideál Ia := fx 2M j x � ag nazýváme hlavní ideál generovaný prvkem a.Je-li ve svazu ka¾dý ideál hlavní, nazveme jej svaz hlavní
h ideálù.I 8.3.6. Defini
e. Buï S = (M;^;_) svaz. Filtrem rozumíme libovolný jeho podsvaz Ftakový, ¾e platí (8a 2 F )(8s 2M)(a _ s 2 F ):� 8.4. Izomorfismus svazùI 8.4.1. Defini
e. Buïte S1 = (M1;^;_) a S2 = (M2;^;_) svazy. Zobrazení h : M1 ! M2nazveme homomor�smus, platí-li(8x; y 2M1)(h(x ^ y) = h(x) ^ h(y) et h(x _ y) = h(x) _ h(y)):Izomor�smus je takový homomor�smus, který je bijektivní.I 8.4.2. Lemma. Homomor�smus svazù je izotonní zobrazení.Æ Dùkaz. Mìjme h : S1 ! S2 a x; y 2 S�1 , x � y. Potom h(x) ^ h(y) = h(x ^ y) = h(x), tedyh(x) � h(y). �I 8.4.3. Vìta. Buïte S1 = (M1;^;_) a S2 = (M2;^;_) svazy. Zobrazení h : M1 ! M2 jeizomor�smem svazù právì tehdy, je-li izomor�smem svazovì uspoøádaný
h mno¾in.51



Æ Dùkaz. Pro obì implika
e je pøedpokladem bijek
e, a tedy existen
e h�1.()) Podle pøed
hozího lemmatu je x � y ) h(x) � h(y). Zbývá tedy opaèná implika
e.Pøedpokládejme h(x) ^ h(y) = h(x). Potom díky bijek
i je x ^ y = x a tedy x � y.(() Platí x ^ y � x, tedy h(x ^ y) � h(x) a h(x ^ y) je dolní závora h(x), a podobnì jedolní závorou h(y). Mìjme libovolné d 2 S�2 takové, ¾e d � h(x) a d � h(y). Nebo» h jebijek
e, existuje 
 2 S1 takové, ¾e h(
) = d. Platí h(
) � h(x) a h(
) � h(y), èili 
 � xa 
 � y, a tedy 
 � inffx; yg a koneènì d = h(
) � h(x ^ y). Tedy ka¾dá dolní závorah(x); h(y) je nejvý¹e rovna h(x ^ y). Tedy h(x) ^ h(y) = h(x ^ y). Obdobnì uká¾eme, ¾eh(x) _ h(y) = h(x _ y). �I 8.4.4. Defini
e. Má-li svaz nejmen¹í (první), resp. nejvìt¹í (poslední) prvek, nazveme jejnulou, resp. jednotkou a znaèíme 0, resp. 1.I 8.4.5. Pøíklad.(1) Mìjme mno¾inu A a mno¾inový svaz (P (A) ;\;[) s upoøádáním �. Pak jednotkou je Aa nulou je ;.(2) Mìjme svaz (N0 ; Æ; �) s uspoøádáním (j). Pak jednotkou je èíslo 0 (platí n j 0) a nulou jeèíslo 1 (platí 1 jn).I 8.4.6. Lemma. Libovolný minimální prvek svazu je nulou. Libovolný maximální prvek svazuje jednotkou.Æ Dùkaz. Uká¾eme pouze první tvrzení, druhé lze ukázat obdobnì. Mìjme m minimální a libo-volné x 2 S�. Pak x ^m � m, ale to je mo¾né jen tehdy, kdy¾ x ^m = m a tedy m � x. Tedym je první a je nulou. �� 8.5. Úplné svazyI 8.5.1. Defini
e. Svaz S = (M;^;_) nazveme úplným svazem, má-li v nìm libovolná pod-mno¾ina N � M in�mum i supremum.I 8.5.2. Poznámka. V ka¾dém svazu existuje in�mum a supremum koneèné podmno¾iny.V úplném svazu vy¾adujeme existen
i in�ma a suprema pro ka¾dou (prázdnou, koneènou,spoèetnou, nespoèetnou) podmno¾inu.I 8.5.3. Lemma. Úplný svaz má nulu a jednotku.Æ Dùkaz.(1) 1 = supM = inf ;.(2) 0 = infM = sup ;. �52



I 8.5.4. Pøíklad. V mno¾inovém svazu S = (P (M) ;\;[) je in�mem A � P (M) mno¾inaTA �M a supremem SA �M , tedy S je úplný svaz.I 8.5.5. Vìta (o pevném bodì). Buï S = (M;^;_) úplný svaz a buï f :M !M izotonie.Pak existuje pevný bod izotonie f , tj.(9u 2M)(f(u) = u):Æ Dùkaz. De�nujeme U = fa 2M j f(a) � ag. Jistì 0 2 U , tedy U je neprázdná. Oznaèmeu := supU . Mìjme libovolné a 2 U , pak u � a a z izotonie je f(u) � f(a) � a, tedy f(u) jehorní závora U a tedy u � f(u). Z izotonie dále dostáváme, ¾e f(u) � f(f(u)) a tedy f(u) 2 U ,tedy f(u) � u. Celkovì máme f(u) = u. �I 8.5.6. Vìta. Buï (M;�) uspoøádaná mno¾ina. Má-li ka¾dá podmno¾ina M in�mum, pakmá ka¾dá podmno¾ina M supremum.Æ Dùkaz. Mìjme N � M . Ne
h» Z je mno¾ina horní
h závor N . Dále Z 6= ;, nebo» v ní jenejvìt¹í prvek M , 
o¾ je inf ;. Pokud N = ;, pak supN je infM .Nyní máme (8n 2 N)(8z 2 Z)(n � z). Tedy ka¾dý prvek N je dolní závorou Z a platín � inf Z, jeho¾ existen
i pøedpokládáme. A nebo» (8n 2 N)(n � inf Z), tedy inf Z je hornízávora a je nemen¹í z ni
h. Tedy supN = inf Z. �I 8.5.7. Dùsledek. Buï (M;�) uspoøádaná mno¾ina. Má-li ka¾dá podmno¾inaM supremum,pak má ka¾dá podmno¾ina M in�mum.I 8.5.8. Dùsledek. Buï (M;�) uspoøádaná mno¾ina. Má-li ka¾dá podmno¾ina M in�mum,nebo má-li ka¾dá podmno¾ina M supremum, pak (M;^;_) je úplný svaz.I 8.5.9. Lemma. Buï S = (M;^;_) úplný svaz. Potom prùnik libovolného systému ideálù v Sje ideál.Æ Dùkaz. Oznaème J� jednotlivé ideály a I := T J�. Nebo» 0 2 M a 0 2 J�, je 0 2 I a I 6= ;.Dále platí a 2 I , (8�)(a 2 J�) a pro v¹e
hna � je (8a 2 J�)(8s 2M)(a^ s 2 I), tedy máme(8a 2 I)(8s 2M)(a ^ s 2 I), 
o¾ je de�nièní podmínka ideálu. �I 8.5.10. Defini
e. Øekneme, ¾e svaz S1 lze izomorfnì vnoøit do svazu S2, existuje-li mono-mor�smus h : S1 ! S2. Potom platí S1 �= h(S1) b S2.I 8.5.11. Vìta. Libovolný svaz lze izomorfnì vnoøit do úplného svazu.Æ Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e svaz S0 = (M0;^;_) nemá nulu. Pak de�nujeme mno¾inu M :=M0 [ f0g a pokládáme (8x 2M0)(0 < x). Tedy S0 b S := (M;^;_).Oznaème IS mno¾inu v¹e
h ideálù svazu S. Je neprázdná, nebo» napø. f0g; S 2 IS. Pak(IS;�) je uspoøádaná mno¾ina. Pro libovolné N � IS je infN = TN 2 IS, a pokud oznaèímeZN mno¾inu v¹e
h horní
h závor N, platí supN = inf ZN = T fI 2 IS j (8J 2 N)(J � I)g. Tedypokud polo¾íme I ^ J := I \ J a I _ J := T fK 2 IS j I; J � Kg, je US := (IS;^;_) úplnýsvaz. 53



De�nujeme zobrazení h : M ! IS jako h(a) = Ia. Uká¾eme, ¾e h je monomor�smus svazù,tj. pokud oznaèíme HS mno¾inu v¹e
h hlavní
h ideálù S, máme h : M na.�! HS.(h je prosté) Ne
h» h(a) = h(b). Pak Ia = Ib, tedy a � b a b � a, tedy a = b.(h je mno¾inový izomor�smus (M;�) a (HS;�)) Mìjme a; b 2 M . Pak a � b , Ia � Ib ,h(a) � h(b).(h je svazový izomor�smus) Vyplývá z pøed
hozího bodu a pøed
hozího výkladu. �I 8.5.12. Pøíklad. Vìta nám umo¾òuje pøe
hod od Q k R. Hlavními ideály v (Q ;�) jsouIa = fx 2 Q jx � ag. A v¹emi ideály jsou fx 2 Q j x � rg a fx 2 Q jx < rg pro v¹e
hna r 2 R.� 8.6. Distributivní svazyI 8.6.1. Vìta. Buï S = (M;^;_) libovolný svaz. Pak pro libovolné prvky a; b; 
 2M platí:(1) a ^ (b _ 
) � (a ^ b) _ (a ^ 
);(2) a _ (b ^ 
) � (a _ b) ^ (a _ 
);(3) je-li a � 
, platí a _ (b ^ 
) � (a _ b) ^ 
.Æ Dùkaz.(1) Platí b � b_ 
) a^ b � a^ (b_ 
) a podobnì a^ 
 � a^ (b_ 
). Tedy a^ (b_ 
) je hornízávora fa ^ 
; a ^ bg a tedy je vìt¹í nebo rovno ne¾ supfa ^ 
; a ^ bg = (a ^ 
) _ (a ^ b).(2) Symetri
ky z duality.(3) Platí a _ 
 = 
, tedy podle (2) je a _ (b ^ 
) � (a _ b) ^ (a _ 
) = (a _ b) ^ 
. �I 8.6.2. Defini
e. Svaz S = (M;^;_) nazveme distributivní, pokud pro libovolné a; b; 
 2Mplatí:(D1) a ^ (b _ 
) = (a ^ b) _ (a ^ 
);(D2) a _ (b ^ 
) = (a _ b) ^ (a _ 
).I 8.6.3. Poznámka. Pro rovnosti máme ve v¹e
h svaze
h zaruèeno platnost jedné nerovnosti.Staèí tedy dokázat nerovnosti opaèné ne¾ v pøed
hozí vìtì.I 8.6.4. Lemma. (D1)) (D2).Æ Dùkaz. Vyjdu z pravé strany (D2) a pou¾iji (D1): (a_b)^(a_
) = ((a_b)^a)_((a_b)^
) =a _ ((a _ b) ^ 
) = a _ ((a ^ 
) _ (b ^ 
)) = (a _ (a ^ 
)) _ (b ^ 
) = a _ (b ^ 
). �54



I 8.6.5. Pøíklad. Pøíklady distributivní
h svazù:(1) mno¾inové svazy;(2) úplnì uspoøádané mno¾iny;(3) (N0 ; j) = (N0 ; Æ; �).I 8.6.6. Pøíklad. Svazy podgrup, normální
h podgrup, : : : nejsou obe
nì distributivní.I 8.6.7. Vìta. Libovolný podsvaz i libovolný homomorfní obraz distributivního svazu je dis-tributivní.Æ Dùkaz. Distributivita je obe
ná podmínka, tedy se po zmen¹ení nosièe nemù¾e poru¹it. Ho-momor�smus za
hovává prùsek i spojení, tedy za
hovává distributivitu. �I 8.6.8. Defini
e. Buï S = (M;^;_) svaz. Filtr F se nazývá ultra�ltr, je-li F 6= M a platí(8a; b 2M)(a _ b 2 F ) (a 2 F vel b 2 F )):Mno¾inu v¹e
h ultra�ltrù na S oznaèujeme US.I 8.6.9. Poznámka. V de�nièní podmín
e ultra�ltru platí z de�ni
e �ltru i zpìtná implika
e.I 8.6.10. Poznámka. V matemati
ké logi
e hrají �ltry dùle¾itou roli, pokud polo¾íme spojeníjako þneboÿ a prùsek jako þa zároveòÿ, pak podmínka ultra�ltru vyjadøuje, kdy je konjunk
epravdivá. Podmínka �ltru pak bude a ^ b 2 F , (a 2 F et b 2 F ).I 8.6.11. Pøíklad. Mìjme S = (P (A) ;\;[) a a 2 A, tedy fag 2 P (A). Pak de�nujeme hlavní�ltr Ffag := fB 2 P (A) j fag � Bg = fB � A j a 2 Bg. Pak Ffag 63 ;, tedy Ffag 6= P (A).Mìjme B1; B2 2 P (A) a ne
h» a 2 B1 [ B2, pak a 2 B1 nebo a 2 B2, tedy B1 2 Ffag neboB2 2 Ffag. Tedy Ffag je ultra�ltr.Ale Ffa;bg pro a 6= b není ultra�ltr.I 8.6.12. Defini
e. Buï S = (M;^;_) a ne
h» ; 6= N � M . Pak de�nujeme hNi jakonejmen¹í �ltr ve svazu S obsahují
í N :hNi =\ fF 2 FS jN � Fg :I 8.6.13. Lemma. Buïte S svaz, F �ltr ve svazu S a buï a0 2 S�, dále oznaème H :=fx 2 S� j (9d 2 F )(x � d ^ a0)g Potom hF [ fa0gi = H.Æ Dùkaz.(�) Pokud d 2 F , je d ^ a0 2 hF [ fa0gi a tedy x = x _ (d ^ a0) 2 hF [ fa0gi.
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(�) Uká¾eme, ¾e F [ fa0g � H. Pro d 2 F platí, ¾e d � d ^ a0. Dále mìjme libovolné d 2 F ,pak a0 � d ^ a0. Pokud uká¾eme, ¾e H je �ltr, bude nutnì nejmen¹í �ltr nad F [ fa0gjeho podmno¾inou.Mìjme x1 � d1 ^ a0 a x2 � d2 ^ a0 pro nìjaká d1;2 2 F , pak x1 ^ x2 � d1 ^ a0 ^ x2 �d1 ^ a0 ^ d2 ^ a0. Polo¾me d := d1 ^ d2 2 F , pak x1 ^ x2 � d ^ a0, tedy x1 ^ x2 2 H. �I 8.6.14. Lemma. Sjedno
ení øetìz
e �ltrù R je �ltr.Æ Dùkaz.(1) a 2 SR; b 2 S�; b � a. (9F )(a 2 F 2 R), tedy b 2 F , tedy b 2 SR.(2) a; b 2 SR. Pak a 2 F1, b 2 F2, bez újmy na obe
nosti ne
h» F1 � F2. Potom a; b 2 F2 atedy a ^ b 2 F2 � SR. �I 8.6.15. Lemma. Buïte S = (M;^;_) distributivní svaz, a; b 2M a ne
h» neplatí a � b (tedya > b nebo nejsou srovnatelné). Potom existuje ultra�ltr F svazu S tak, ¾e a 2 F a souèasnìb =2 F .Æ Dùkaz. Ne
h» F je mno¾ina v¹e
h �ltrù, které obsahují a, ale neobsahují b, tedy platí F =fF 2 FS j a 2 F et b =2 Fg. Nutnì Fa = fx 2 S jx � ag 63 b, tedy Fa 2 F. V F uspoøádanéinkluzí má libovolný øetìze
 R horní závoru F = SF, která podle pøed
házejí
ího lemmatu jeopìt �ltrem, a tedy triviálnì F 2 F, nebo» a 2 F et b =2 F . Dle Zornova lemmatu existuje v Fmaximální prvek F0. Uká¾eme sporem, ¾e F0 je ultra�ltr.Ne
h» F0 není ultra�ltr. Tedy existují a1; a2 2 S takové, ¾e a1 _ a2 2 F0, ale a1 =2 F0ani a2 =2 F0. De�nujme F1 := hF0 [ fa1gi a F2 := hF0 [ fa1gi, pøièem¾ Fi ! F0 Uká¾emesporem, ¾e F1 2 F vel F2 2 F a tím vytvoøíme spor s maximalitou F0. Tedy musíme ukázat, ¾eb =2 F1 vel b =2 F2.Ne
h» b 2 F1 et b 2 F2. Platí Fi = fx j (9
i 2 F0)(x � 
i ^ ai)g, tedy i pro b existují 
i tak,¾e b � 
1 ^ a1 a b � 
2 ^ a2. Polo¾me 
 := 
1 ^ 
2 2 F0, tedy b � 
 ^ a1 a b � 
 ^ a2, tedyb � (
^ a1)_ (
^ a2) a díky distributivitì je b � 
^ (a1 _ a2) 2 F0, nebo» 
 2 F0, a1 _ a2 2 F0.Ale �ltr je uzavøený vùèi vìt¹ím prvkùm, tedy b 2 F0, 
o¾ je spor.Tedy máme F1 2 F vel F2 2 F, 
o¾ je spor s maximalitou F0 v F. �I 8.6.16. Vìta (Stone). Libovolný distributivní svaz je izomorfní s nìjakým mno¾inovýmsvazem. Jinými slovy: libovolný distributivní svaz lze izomorfnì vnoøit do svazu v¹e
h podmno-¾in nìjaké mno¾iny.Æ Dùkaz. Mìjme S = (M;^;_) distributivní svaz. Oznaème U = (P (US) ;\;[). De�nujemeh : M ! P (US) jako h(x) := fF 2 US jx 2 Fg. Uká¾eme, ¾e h je monomor�smus.(injek
e) Mìjme a; b 2M , a 6= b, tj. (non a � b) vel (non b � a). Pak (9F1 2 US)(a 2 F1 et b =2F1) vel (9F2 2 US)(b 2 F1 et a =2 F2), tedy (9F1 2 h(a) r h(b)) vel (9F2 2 h(b) r h(a)),tedy h(a) 6= h(b). 56



(h(a ^ b) = h(a) \ h(b)) Mìjme libovolné F 2 US. Pak F 2 h(a ^ b) , a ^ b 2 F �ltr, (a 2 F etb 2 F ), (F 2 h(a) et F 2 h(b)), F 2 h(a) \ h(b).(h(a _ b) = h(a) [ h(b)) Mìjme libovolné F 2 US. Pak F 2 h(a _ b) , a _ b 2 F ultra�ltr, (a 2F vel b 2 F ), (F 2 h(a) vel F 2 h(b)), F 2 h(a) [ h(b).Celkovì tedy máme S �= h(S) svazb U . �� 8.7. Modulární svazyI 8.7.1. Defini
e. Svaz S = (M;^;_) nazveme modulární, platí-li pro libovolné a; b; 
 2 M ,a � 
, vztah a _ (b ^ 
) = (a _ b) ^ 
.I 8.7.2. Vìta. Libovolný distributivní svaz je modulární.Æ Dùkaz. Ne
h» a � 
, tedy 
 = a _ 
 Pak a _ (b ^ 
) (D2)= (a _ b) ^ (a _ 
) = (a _ b) ^ 
. �I 8.7.3. Lemma. Svaz S je modulární právì tehdy, kdy¾ pro libovolné a; b; 
 2 S� platía _ (b ^ (a _ 
)) = (a _ b) ^ (a _ 
):Æ Dùkaz.()) V de�nièním vztahu polo¾íme místo 
 spojení a _ 
 � a. Dostaneme pøímo dokazovanourovnost.(() Pro libovolné 
 � a je a_
 = 
, a tedy a_(b^
) = a_(b^(a_
)) = (a_b)^(a_
) = (a_b)^
.�I 8.7.4. Vìta. Svaz v¹e
h normální
h podgrup libovolné grupy G je modulární.Æ Dùkaz. Nerovnost � v de�nièní podmín
e platí v¾dy, tedy uká¾eme, ¾e(8A;B;C C G;A� � C�)(AB \ C � A(B \ C)):Mìjme libovolné x 2 (AB\C)�, tedy x 2 (AB)� = A�B� a existují x = ab, kde a 2 A� � C�a b 2 B�, tedy b = a�1x, ale a�1 i x le¾í v C�, tedy b 2 C�. Tedy x = ab, kde a 2 A� ab 2 B� \ C� = (B \ C)�. �I 8.7.5. Vìta. Svaz v¹e
h ideálù libovolného okruhu je modulární. Svaz v¹e
h podprostorùlibovolného vektorového prostoru je modulární.I 8.7.6. Defini
e. Buï S = (M;^;_) svaz s nulou a jednotkou. Normální øada ve svazu S jelibovolná posloupnost (ai)mi=0 prvkù z M taková, ¾e 1 = a0 > a1 > � � � > am = 0.I 8.7.7. Defini
e. Øekneme, ¾e normální øada (bj)ni=0 je zjemnìním normální øady (ai)mi=0,pokud faigmi=0 � fbjgni=0: Zjemnìní nazveme vlastní, pokud n > m.57



I 8.7.8. Defini
e. Normální øada, která nemá ¾ádné vlastní zjemnìní, se nazývá hlavní øada.I 8.7.9. Vìta (S
hreier). Libovolné 2 normální øady v modulárním svazu mají zjemnìnístený
h délek.I 8.7.10. Vìta (Jordan, H}older).(1) Libovolné 2 hlavní øady v modulárním svazu mají stejnou délku.(2) Existuje-li v modulárním svazu hlavní øada, pak libovolnou normální øadu lze zjemnit nahlavní øadu.Æ Dùkaz.(1) Ne
h» je (ai) krat¹í hlavní øada. Pak ji podle Shreierovy vìty lze zjemnit (vlastním zjem-nìním), 
o¾ je spor s tím, ¾e je hlavní.(2) Buï (ai) hlavní øada a (bj) libovolná øada. Ne
h» (bj) nelze zjemnit na hlavní øadu. Pakexistuje zjemnìní (
k) del¹í, ne¾ (ai) a podle S
hreierovy vìty lze najít jeji
h zjemnìnístejný
h délek. Proto¾e (
k) je del¹í ne¾ (ai), museli by
hom (ai) zjemnit, 
o¾ je spors tím, ¾e je hlavní. �I 8.7.11. Defini
e. Buïte S = (M;^;_) svaz a a; b 2 M . Pro interval ha; bi pou¾ijemeoznaèení b=a, tedy b=a := ha; bi = fx 2M j x � a et x � bg.I 8.7.12. Vìta. Buïte S = (M;^;_) modulární svaz s nulou a jednotkou a a; b 2 M , a < b.Pak (a _ b)=a �= b=(a ^ b).Æ Dùkaz. De�nujme 2 zobrazení, f : ha; a _ bi ! ha ^ b; bi jako f(x) = x ^ b a g : ha ^ b; bi !ha; a _ bi jako g(y) = y _ a. Uká¾eme korektnost de�ni
e, tedy mìjme a � x � a _ b, pakx ^ b � a ^ b a x ^ b � (a _ b) ^ b = b; korektnost druhé de�ni
e uká¾eme obdobnì.Zkoumejme zobrazení g Æ f , tedy mìjme x 2 ha; a _ bi, pak g(f(x)) = g(x^ b) = (x^ b)_ a,a nebo» x � a, je g(f(x)) = x ^ (b _ a), a nebo» x � a _ b, je g(f(x)) = x. Podobnì uká¾eme,¾e f Æ g = id a tedy f i g jsou bijek
e. Uká¾eme, ¾e f a g jsou izomor�smy uspoøádaný
hmno¾in, tedy x � y , f(x) � f(y) , g(x) � g(y). Smìr vpravo je snadný, pokud x � y, jef(x) = x^ b � y^ b = f(y), a podobnì pro g. Pro smìr vlevo pøedpokládejme, ¾e f(x) � f(y),pak dostáváme x = g(f(x)) � g(f(y)) = y, a podobnì pro g. Tedy jsme na¹li mno¾inový, a tími svazový izomor�smus obou intervalù. �I 8.7.13. Vìta. Mìjme modulární svaz, ve kterém existují hlavní øady (tedy svaz musí mítnulu a jednotku). De�nujeme-li jaj jako délku libovolné hlavní øady hlavního ideálu prvku a,pak platí ja _ bj+ ja ^ bj = jaj+ jbj.Æ Dùkaz. Dle pøed
hozí vìty je ja _ bj � jaj = jbj � ja ^ bj. �I 8.7.14. Dùsledek. 1. vìta o dimenzi. 58



I 8.7.15. Poznámka. Pokud ve svazu najdeme 2 hlavní øady rùzné délky, tak víme, ¾e svaznení modulární.� 8.8. KomplementI 8.8.1. Defini
e. Buï S = (M;^;_) svaz s nulou a jednotkou. Øekneme, ¾e prvek a0 2 Mje komplementem prvku a 2M , platí-li:(1) a ^ a0 = 0;(2) a _ a0 = 1.I 8.8.2. Poznámka. Zvlá¹tì v mno¾inový
h svaze
h pou¾íváme èasto pro komplement prvkuA znaèku {A.I 8.8.3. Pøíklad. Ve svazu S = (P (A) ;\;[) platí pro B � A, ¾e B0 = ArB a komplementexistuje právì jeden.I 8.8.4. Pøíklad. 00 = 1; 10 = 0.I 8.8.5. Pøíklad. Komplement nemusí existovat, ale mù¾e ji
h i existovat ví
e.(1) Mìjme svaz s prvky f0; a; 1g, pak prvek a nemá komplement.(2) Mìjme svaz N5 nazývaný pentagon:




HHH
JJJJHHH

���


d aa2a1K prvku a existují 2 rùzné srovnatelné komplementy a1 a a2. Dále svaz N5 má 2 hlavníøady rùzné délky, tedy není modulární, a není ani distributivní.I 8.8.6. Vìta. V modulárním svazu nemá ¾ádný prvek 2 rùzné srovnatelné komplementy.Æ Dùkaz. Ne
h» a1 a a2 jsou komplementy a a ne
h» a1 � a2. Pak platí a1 = a1^1 = a1^(a_a2) =(a1 ^ a) _ a2 = 0 _ a2 = a2. �I 8.8.7. Vìta. Svaz je modulární právì tehdy, kdy¾ neobsahuje jako podsvaz N5.
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Æ Dùkaz.()) Sporem, tedy ne
h» obsahuje pentagon. Pak platí (a2 _ a) ^ a1 = d ^ a1 = a1 6= a2 =a2 _ 
 = a2 _ (a ^ a1), 
o¾ je protipøíklad proti podmín
e modularity.(() Sporem, tedy ne
h» není modulární. Tedy existují a; b; 
 takové, ¾e a � 
 ale a ^ (b _ 
) <(a ^ b) _ 
. Uká¾eme, ¾e a 6= 
 a b je s nimi nesrovnatelný.Ne
h» a = 
, pak a ^ (b _ a) = a = (a ^ b) _ a, 
o¾ je spor, tedy a < 
.Ne
h» b < a vel b < 
, pak jistì b < 
 a a ^ (b _ 
) � a < 
 � (a ^ b) _ 
. �I 8.8.8. Pøíklad. De�nujeme svaz M5 nazývaný Diamant:
����HHHH ���� HHHH
daa1 a2Pak M5 je modulární, ale není distributivní, prvek a má 2 komplementy, které nejsou srovna-telné.I 8.8.9. Vìta. V libovolném distributivním svazu s nulou a jednotkou má ka¾dý prvek nejvý¹ejeden komplement.Æ Dùkaz. Mìjme a a a1, a2 jeho komplementy. Pak a1 = a1^1 = a1^(a_a2) = (a1^a)_(a2^a1) =0_(a2^a1) = a1^a2, tedy a1 � a2. Ale distributivní svaz je modulární a a1, a2 jsou komplementystejného prvku, tedy a1 = a2. �I 8.8.10. Vìta. Svaz je distributivní právì tehdy, kdy¾ neobsahuje jako podsvaz ani N5, aniM5.I 8.8.11. Defini
e. Øekneme, ¾e svaz s nulou a jednotkou je komplementární, má-li v nìmlibovolný prvek alespoò jeden komplement.I 8.8.12. Defini
e. Øekneme, ¾e svaz s nulou a jednotkou je Booleùv, je-li distibutivní akomplementární.I 8.8.13. Pøíklad. Pøíkladem Booleový
h svazù jsou svazy mno¾inové.I 8.8.14. Pøíklad. Vra»me se k 12prvkové alternují
í grupì A4, která není jednodu
há a nemá¾ádnou 6prvkovou podgrupu (pøesto¾e 6 j 12), a nakresleme s
hema svazu její
h podgrup.
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A(1)3 A(2)3 A(3)3 A(4)3 3 prvky

CCCCCCCJJJJJJJ�������QQQQQQQQQQ
CCCCSSSS ZZZZZL(1)2 L(2)2 L(3)22 prvky ,,,,���K44 prvky ������A4 12 prvkù

Vidíme, ¾e svaz v¹e
h podgrup A4 není modulární, nebo» má hlavní øady rùzné délky. Je toprotipøíklad, kdyby si nìkdo myslel, ¾e svaz v¹e
h (nejen normální
h) podgrup je modulární.Dále svaz podgrup A4 ani svaz podgrup K4 není distibutivní. Naví
 v¹e
hny podgrupy K4 jsounormální, tedy neplatí, ¾e by libovolný svaz normální
h podgrup byl distributivní.� 8.9. Booleova algebraI 8.9.1. Defini
e. Mìjme Booleùv svaz S = (M;^;_). Pak algebru Q = (M;^;_; 0; 0; 1), kdeopera
e (0) je komplement a je unární, a opera
e 0 a 1 jsou nulární, tedy konstanty, nazvemeBooleova algebra.I 8.9.2. Vìta. Buï A Booleova algebra a ne
h» a; b 2 A�. Pak:(1) 00 = 1, 10 = 0;(2) (a0)0 = a;(3) a ^ b = 0, b � a0, a _ b = 1, b � a0;(4) (a ^ b)0 = a0 _ b0, (a _ b)0 = a0 ^ b0 (De Morganovy zákony).Æ Dùkaz. Uká¾eme pouze tvrzení 3 a 4.(3) b = b ^ 1 = b ^ (a _ a0) = (b ^ a) _ (b ^ a0) = 0 _ (b ^ a0) = b ^ a0 , b � a0(4) (a ^ b)0 ^ (a0 _ b0) = (a ^ b ^ a0) _ (a ^ b ^ b0) = 0 _ 0 = 0,(a ^ b)0 _ (a0 _ b0) = (a _ a _ b0) ^ (b _ a0 _ a0) = 1 ^ 1 = 1; �I 8.9.3. Lemma. Filtr F ve Booleovì svazu je ultra�ltr právì tehdy, platí-li(8x 2 S�)(x 2 F , x0 =2 F ):
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Æ Dùkaz.()) Mìjme libovolné x. Pak x _ x0 = 1 2 F , tedy x 2 F vel x0 2 F . Kdyby x; x0 2 F , pak0 = x ^ x0 2 F , 
o¾ je spor s tím, ¾e F 6= S�.(() Mìjme libovolné prvky a; b. Ne
h» a _ b 2 F , ale a; b =2 F . Pak a0; b0 2 F , tedy a0 ^ b0 =(a _ b)0 2 F , 
o¾ je spor. �I 8.9.4. Vìta. Libovolná Booleova algebra je izomorfní s nìjakou mno¾inovou Booleovou al-gebrou.Æ Dùkaz. De�nujeme zobrazení f(x) = fF 2 US j x 2 Fg. Víme, ¾e f za
hovává prùsek a spo-jení.(0) f(x0) = fF 2 US jx 2 Fg = fF 2 US jx =2 Fg = {f(x)(0) f(0) = fF 2 US j 0 2 Fg, ale 0 2 F ) F = S�, 
o¾ není �ltr. Tedy f(0) = ;.(1) f(1) = fF 2 US j 1 2 Fg = US. �I 8.9.5. Vìta. Libovolná koneèná Booleova algebra je izomorfní mno¾inové Booleovì algebøetvoøené v¹emi podmno¾inami vhodné mno¾iny.I 8.9.6. Vìta.(1) Libovolná koneèná Booleova algebra má poèet prvkù roven èíslu 2n, n 2 N .(2) K libovolnému n 2 N existuje a¾ na izometrii právì jedna Booleova algebra s 2n prvky.I 8.9.7. Pøíklad. 2-, 4- a 8prvková Booleova algebra.bb bb bb ������ ������ bQQQ ���b���bQQQ ���bQQQb���b bQQQb
9. Polynomy nad komutativními tìlesy� 9.1. PolynomyI 9.1.1. Poznámka. Budeme znaèit T komutativní tìleso a budeme vy¹etøovat okruh poly-nomù nad tìlesem T , který znaèíme T [x℄. Víme, ¾e T [x℄ je aso
iativní, komutativní, bez dìlitelùnuly, tedy je oborem integrity s jednotkou 1 � x0.I 9.1.2. Vìta (o dìlení se zbytkem, algoritmus dìlení). Buïte P1; P2 2 T [x℄ poly-nomy, pøièem¾ P2 6= �. Pak existují polynomy Q;R 2 T [x℄ takové, ¾e P1 = P2Q + R, pøièem¾R = � nebo stR < stP2. 62



Æ Dùkaz. Pro P1 = � platí P1 = P2 � � + �. Pro stP1 < stP2 je P1 = P2 � � + P1. Tedy ne
h»P1 6= � a stP1 � stP2. Ne
h» P1 =Pmi=0 aixi a P2 =Pni=0 bixi, kde am 6= 0, bn 6= 0 a m � n.Dùkaz provedeme matemati
kou induk
í podle m.(1) m = 0, tedy i n = 0, tedy P1 = a0x0 a P2 = b0x0. Pak P1 = a0x0 = (b0x0)(a0b�10 x0) + �.(2) Ne
h» m > 0 a ne
h» tvrzení platí polynomy P1 stupnì men¹ího ne¾ m. De�nujme ~P1 :=P1�(amb�1n xm�n)P2. Stupeò (amb�1n xm�n)P2 jem a jeho èlen s nejvy¹¹í mo
ninu je amxm.Tedy èlen ~P1 s mo
ninou xm je am�am = 0. Pokud je ~P1 = �, je P1 = P2(amb�1n xm�n)+�.Pokud ~P1 6= �, je st ~P1 < stP1 a podle indukèního pøedpokaldu existují ~Q; ~R takové, ¾e~P1 = P2 ~Q + ~R a ~R = � nebo st ~R < stP2. A koneènì P1 = ~P1 + (amb�1n xm�n)P2 =P2 � ~Q + (amb�1n xm�n)�+ ~R. �I 9.1.3. Poznámka. T [x℄ je Eukleidùv okruh, tj. ka¾dé 2 polynomy mají nejvìt¹ího spoleènéhodìlitele a ten se dá najít Eukleidovým algoritmem.I 9.1.4. Vìta. Okruh T [x℄ je okruhem hlavní
h ideálù.Æ Dùkaz. Mìjme libovolný ideál I C T [x℄. Pokud I = E = f�g je I = I�. Tedy ne
h» I 6= E.Mìjme polynom P 2 I, P 6= � takový, ¾e má nejmen¹í stupeò ze v¹e
h nenulový
h polynomùv I. Uká¾eme, ¾e I = IP .(I � IP ) Zvolme libovolný P1 2 I, pak víme, ¾e existují Q;R takové, ¾e P1 = PQ + R, kdeR = � nebo stR < stP . Dále R = P1�QP 2 I, tedy pokud by R 6= �, nutnì stR < stP ,
o¾ je spor s minimalitou stP . Tedy R = � a P1 = PQ 2 IP .(IP � I) Pokud P 2 I, pak také IP � I. �I 9.1.5. Defini
e. Buïte P;Q 2 T [x℄. Øekneme, ¾e Q dìlí P , existuje-li S 2 T [x℄ takový, ¾eP = QS. Znaèíme Q jP .I 9.1.6. Defini
e. Buïte T; U komutativní tìlesa, T b U a buïte P = Pni=0 aixi 2 T [x℄ a� 2 U . Pak polo¾íme hodnotu polynomu P na prvku � jako P (�) :=Pni=0 ai�i 2 U .I 9.1.7. Defini
e. Buï P 2 T [x℄. Koøenem polynomu P (øe¹ení algebrai
ké rovni
e P (x) = 0)rozumíme libovolný prvek � z nìjakého nadtìlesa U 
 T takový, ¾e P (�) = 0.I 9.1.8. Vìta. Buïte T b U , P 2 T [x℄, � 2 U�. PotomP (�) = 0 () (x� �) jP:
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Æ Dùkaz.()) Ne
h» P (�) = 0 a P = (x � �)Q + R. Platí R = � nebo stR < 1, tedy R = r0x0 pror0 2 T . Pak 0 = P (�) = 0 + r0, tedy r0 = 0 a P = (x� �)Q.(() Platí P = (x� �)S tedy P (�) = 0 � S(�) = 0. �I 9.1.9. Dùsledek. Má-li P po dvou rùzné koøeny �1; : : : ; �k, pak (x� �1) � � � (x� �k) jP .Æ Dùkaz. P (�1) = 0) (x� �1) jP ) P = (x� �1)P1.P (�2) = 0) (�2 � �1)P1(�2) = 0) P1 = (x� �2)P2 ) P = (x� �1)(x� �2)P2.Po k kro
í
h dostaneme P = (x� �1) � � � (x� �k)Pk. �I 9.1.10. Dùsledek. Polynom stupnì n má nejvý¹e n rùzný
h koøenù.I 9.1.11. Poznámka. Není-li T komutativní tìleso, nemusí poslední dùsledek platit.Vezmìme napø. okruh Z16, který není tìlesem, a x2 2 Z16[x℄. Jeho koøeny jsou 0, 4, 8 a 12,tedy jsou ètyøi pro polynom stupnì 2.Mìjme K tìleso kvaternionù, které je nekomutativní, a polynom stupnì dva, P := x2+1 2K[x℄. Pak pro � = �i;�j;�k platí �2 = �1, tedy má 6 koøenù.I 9.1.12. Defini
e. Deriva
í polynomu P = Pni=0 aixi 2 T [x℄ rozumíme polynom P 0 2 T [x℄daný vztahem P 0 := nXi=1 iaixi�1:I 9.1.13. Poznámka. Ve vztahuPmi=1 iaixi�1 není souèin iai souèinem v tìlese, ale i�ai. Projednodu
host zápis zkra
ujeme.I 9.1.14. Poznámka. Deriva
e polynomu je formálnì stejná jako v analýze, nebudeme tedyznovu dokazovat známá tvrzení, jako (PQ)0 = P 0Q+ PQ0 apod.I 9.1.15. Defini
e. Buïte T b U , P 2 T [x℄, � 2 U�,m 2 N0 . Øekneme, ¾e � jem-násobný koøenpolynomu P , platí-li (x� �)m jP , ale (x� �)m+1 - P .I 9.1.16. Vìta. Buï � m-násobný koøen polynomu P . Potom � je alespoò (m�1)-násobnýmkoøenem polynomu P 0.Æ Dùkaz. Máme P = (x� �)mQ, tedy P 0 = m(x� �)m�1Q+ (x� �)mQ0 = (x� �)m�1(mQ +(x� �)Q0). �I 9.1.17. Poznámka. Pokud by T mìlo nenulovou 
harakteristiku p a m bylo násobkem p,pak mQ(�) = 0 a platí P 0 = (x� �)mQ0. 64



I 9.1.18. Defini
e. Øekneme, ¾e P 2 T [x℄ stupnì alespoò 1 je redu
ibilní nad T , existují-liP1; P2 2 T [x℄ takové, ¾e 1 � stPi < stP a P = P1P2.V opaèném pøípadì øekneme, ¾e P je iredu
ibilní nad T .I 9.1.19. Poznámka. Redu
ibilita závisí na tìlese.(1) Polynom x2 � 2 2 Q[x℄ je iredu
ibilní nad Q, ale redu
ibilní nad R, nebo» x2 � 2 =�x+p2� �x�p2�.(2) Polynom x2 + 1 2 Q[x℄ je iredu
ibilní nad R, ale redu
ibilní nad C, nebo» x2 + 1 =(x+ i)(x� i).I 9.1.20. Lemma. Libovolný polynom stupnì 1 je iredu
ibilní nad libovolným tìlesem.I 9.1.21. Vìta.(1) Nad C jsou iredu
ibilní právì jen polynomy 1. stupnì.(2) Nad R jsou iredu
ibilní právì jen polynomy 1. stupnì a polynomy 2. stupnì se zápornýmdiskriminantem pøíslu¹né kvadrati
ké rovni
e.I 9.1.22. Lemma. Má-li polynom P 2 T [x℄ v tìlese T koøen, je nad tìlesem T redu
ibilní.Æ Dùkaz. Pokud P (�) = 0, platí P = (x� �)Q, kde Q 2 T [x℄ �I 9.1.23. Poznámka. Opaèná implika
e neplatí. Napøíklad P = P1P2 nad T , kde stPi � 2 anemají koøen v T .I 9.1.24. Lemma. Je-li stP � 3 a P je redu
ibilní nad T , pak má P v tìlese T koøen.Æ Dùkaz. Alespoò jeden z polynomù v rozkladu má stupeò 1. �I 9.1.25. Poznámka. Ka¾dý ideál v okruhu polynomù je hlavní, tj. (8I C T [x℄)(9P 2 T [x℄)(I =IP ). Dále IP = T [x℄ � P .Mìjme tøídy ekvivalen
e T [x℄ = IP pro P 6= �. Pak do jedné zbytkové tøídy patøí 2 polynomyprávì tehdy, dávají-li stejný zbytek po dìlení polynomem PPro P = � jsou polynomy ekvivalentní pouze, kdy¾ jsou stejné.Je-li stP = n, pak zbytkové polynomy jsou v¹e
hny polynomy stupnì nejvý¹e n� 1.Zbytkovou tøídu obsahují
í polynom R oznaèujeme R.I 9.1.26. Lemma. Je-li T koneèné tìleso øádu q, pak poèet zbytkový
h tøíd podle polynomu Pstupnì n je qn.I 9.1.27. Lemma. T [x℄ = IP je aso
iativní a komutativní okruh s jednotkou. Jednotkou je 1 � x0.I 9.1.28. Vìta. Je-li P 2 T [x℄ redu
ibilní nad T , potom faktorokruh T [x℄ = IP obsahuje dìlitelenuly. 65



Æ Dùkaz. Existuje netriviální rozklad P = P1P2. Dále � 6= Pi a � = P = P1P2. �I 9.1.29. Vìta. Je-li P 2 T [x℄ iredu
ibilní nad T , potom je faktorkokruh T [x℄ = IP komutativnítìleso.Æ Dùkaz. Víme, ¾e je komutativní s jednotkou, zbývá ukázat, ¾e ka¾dá nenulová tøída A mátøídu inverzní. Dùkaz provedeme neúplnou matemati
kou induk
í podle m = stA, pøièem¾0 � m < stP .(m = 0) Platí A = ax0 a a 6= 0. Potom ax0 � a�1x0 = 1x0, a tedy Aa�1x0 = 1x0.(m � 1) Ne
h» ka¾dý polynom stupnì men¹ího ne¾ m má inverzní. P = AQ + R. Pak R = �nebo stR < stA = m. Nebo» P je iredu
ibilní, je R 6= �, jinak by bylo P = AQ, kdestA < stP .Tedy podle indukèního pøedpokladu existuje R�1 a dále platí: � = P = AQ + R a povynásobení (R)�1 dostáváme � = AQ �R��1 + 1x0 a koneènì �A��1 = �Q �R��1. �I 9.1.30. Pøíklad. Mìjme reálný polynom P := x2+1 2 R[x℄. Pak R[x℄ = IP = �a+ bx �� a; b 2 R	.Platí a1 + b1x + a2 + b2x = (a1 + a2) + (b1 + b2)xa a1 + b1x � a2 + b2x = (a1a2) + (a1b2 + a2b1)x + (b1b2)x2:A nebo» x2 �IP �1, je x2 = �1, a tedya1 + b1x � a2 + b2x = (a1a2 � b1b2) + (a1b2 + a2b1)x:Víme R[x℄ = IP je komutativní tìleso a opera
e jsou stejné, jako v C. To nám umo¾òuje pomo
íR de�novat komplexní èísla, staèí místo x psát v¹ude i.� 9.2. Adjunk
eI 9.2.1. Defini
e. Mìjme dvoji
i tìles T b U a A � U�. Pak de�nujeme tìleso T (A) :=T fV b U jT � [ A� � V g a øíkame, ¾e vzniká tìlesovou adjunk
í A k T .Je-li A jednoprvková, A = f�g, pak pou¾íváme oznaèení jednodu
há adjunk
e, a znaèímeT (�) := T (f�g).I 9.2.2. Pøíklad.(1) Je-li A � T , je T (A) = T .(2) Q ��p2	� = �a + bp2 �� a; b 2 Q	.(3) R(i) = C.I 9.2.3. Defini
e. Pro T b U a � 2 U de�nujeme T [�℄ := fP (�) jP 2 T [x℄g.66



I 9.2.4. Lemma. T [�℄ je podokruh T (�).Æ Dùkaz. Pro libovolný polynom P 2 T [x℄ je P (�) kombina
í � a prvkù z T , tedy T [�℄ � T (�).Snadno se uká¾e, ¾e je okruhem. �I 9.2.5. Lemma. T [�℄ je obor integrity.Æ Dùkaz. T [�℄ je podokruhem komutativního tìlesa T (�), tedy je oborem integrity. �I 9.2.6. Lemma. Tìleso T (�) je izomorfní s podílovým tìlesem oboru integrity T [�℄.Æ Dùkaz. Oznaème H = T [�℄. Pak tìleso zlomkù UH je izomorfní s podílovým tìlesem TH .De�nujeme h : UH ! T (�) jako h �ab � = ab�1 pro a; b 2 H a b 6= 0. Tedy existují P;Q 2 T [x℄takové, ¾e a = P (�) a b = Q(�). Korektnost de�ni
e a fakt, ¾e h je monomor�smus jsme ukázalidøíve pro obdobný pøípad, tedy UH �= h(UH) tìl.b T (�).Uká¾eme, ¾e T [ f�g � h(UH), 
o¾ u¾ staèí pro to, aby T (�) b h(UH). Zvolíme Q = 1x0,tedy b = Q(�) = 1. Volbou P = x dostaneme a = P (�) = � a tedy h �ab � = �. Volbou P = tx0pro libovolné t 2 T dostaneme a = P (�) = t a tedy h �ab� = t. �I 9.2.7. Lemma. Buïte T b U tìlesa, � 2 U�, a ne
h» h : T [x℄ ! T [�℄ je de�nované jakoh(P ) = P (�). Potom T [�℄ okr.�= T [x℄ = ker h, pøièem¾ ker h = fP 2 T [x℄ jP (�) = 0g.Æ Dùkaz. Je h(P + Q) = (P + Q)(�) = P (�) + Q(�) = h(P ) + h(Q) a podobnì pro h(PQ),tedy h je homomor�smus. Souèasnì h je z de�ni
e T [�℄ na, tedy h je epimor�smus. Tvrzenílemmatu ji¾ plyne z vìty o homomor�smu. �I 9.2.8. Defini
e. Buïte T b U tìlesa, � 2 U�. Pomo
í zobrazení h z pøed
hozího lemmatudìlíme prvky U do 2 skupin.(kerh = E = f�g) Pak � nazýváme trans
endentní prvek nad tìlesem T .Dále podle lemmatu je T [�℄ �= T [x℄ =E �= T [x℄ a izomorfní obory integrity mají izomofnípodílová tìlesa, tedy T (�) �= T (x), kde symbolem T (x) znaèíme podílové tìleso k T [x℄,tj. tìleso ra
ionální
h funk
í.(kerh 6= E) Pak � nazýváme algebrai
ký prvek.Dále ker h je ideálem a my jsme v okruhu hlavní
h ideálù, tedy ker h = IQ pro nìjakéQ 2 T [x℄, Q 6= �. Ze v¹e
h takový
h Q vybereme polynom s nejmen¹ím stupnìm n, kterýje normovaný (koe�
ient u xn je 1) a nazveme jej minimální polynom prvku � nad T abudeme jej znaèit MT� . Èíslo n nazveme stupnìm prvku � a budeme jej znaènit st�.Naví
 T [�℄ �= T [x℄ = IM�, kde pravá strana je tìleso, a tedy z izomor�e i T [�℄ je tìleso(pro algebrai
ké �). A dále T (�) �= TT [�℄ = T [�℄ = T [x℄ = IMT� .I 9.2.9. Lemma. Minimální polynom je iredu
ibilní nad T .I 9.2.10. Vìta. Buï � algebrai
ký prvek nad tìlesem T . Potom T (�) �= T [x℄ = IMT� .67



I 9.2.11. Pøíklad.(1) V¹e
hny prvky � 2 C jsou algebrai
ké nad C a platí MC� = x� �.(2) V¹e
hny prvky � 2 C jsou algebrai
ké nad R. Pro � 2 R platí MR� = x� � a pro � =2 Rplatí MR� = (x� �)(x� ��) = x2 � 2Re�x+ j�j2.(3) Algebrai
ké èíslo (bez udání tìlesa) znamená algebrai
ké nad Q . Toté¾ pro trans
endentní.Pøíklady trans
endentní
h jsou � a e.I 9.2.12. Lemma. Buï � algebrai
ký prvek nad T . Potom T [�℄ = T (�).Æ Dùkaz. Pro � 2 T de�nujeme P = ��1�x1, pak P (�) = �; polo¾me P = 1x1, pak P (�) = �.Tedy T (�) � T [�℄. Opaènou inkluzi jsme ukázali døíve. �I 9.2.13. Vìta. Buï � algebrai
ký prvek nad tìlesem T a ne
h» st� = n. Potom dimT T (�) =n a jednou z bází T (�) je soubor (1; �; �2; : : : ; �n�1) a tedy libovolný prvek � 2 T (�) lze psátve tvaru � =Pn�1i=0 bi�i, kde bi 2 T �.Æ Dùkaz. Mìjme libovolné � 2 T (�) = T [�℄. Tedy (9P 2 T [x℄)(� = P (�)). Pak podle vìty odìlení se zbytkem je P = M�Q+R, kde R = � nebo stR < stM� = n, a platíR(�) = P (�) = �.Je-li R =Pn�1i=0 bixi, pak � =Pn�1i=0 bi�i a tedy de�novaný soubor generuje.Uká¾eme, ¾e je nezávislý. Ne
h» existuje nenulová lineární kombina
e souboru, pak je tatokombina
e polynomem s ni¾¹ím stupnìm ne¾ n, který má v bodì � hodnotu 0, 
o¾ je spors minimalitou stupnì M�. Tedy daný soubor je bází a dimenze je n. �I 9.2.14. Vìta. Libovolný iredu
ibilní polynom má koøen (obe
nì v nadtìlese).Æ Dùkaz. Máme iredu
ibilní P 2 T [x℄. Je-li stP = 1, je P = a0 + a1x a má koøen v T . Tedyne
h» stP � 2.Oznaème U := T [x℄ = IP a nebo» P je iredu
ibilní, je U komutativní tìleso. De�nujemezobrazení h : T ! U jako h(a) := ax0. Snadno se uká¾e, ¾e h je okruhový monomor�smus,tedy T �= h(T ) b U . Známým postupem najdeme k tìlesu T nadtìleso V tak, ¾e z U vyjmemeh(T ) a nahradíme jej T , tedy V = (U r h(T )) [ T �= U . De�nujeme izomor�smus g : V ! Ujako g(�) := � h(�) j � 2 T� j � 2 V r T:Uká¾eme, ¾e koøenem P je prvek � 2 V , � = g�1 (x). PlatíP (�) = nPi=0 ai�i = g�1� nPi=0 g(ai) g(�i)�= g�1� nPi=0 aix0 xi�= g�1� nPi=0 aixi�= g�1�P �= g�1���= 0:�I 9.2.15. Dùsledek. Libovolný polynom stupnì vìt¹ího ne¾ nula má koøen.I 9.2.16. Poznámka. V pøed
hozí vìtì je � algebrai
ký nad T a naví
 P je jeho minimálnímpolynomem. 68



Æ Dùkaz. Máme P (�) = 0, tedy MT� jP (z vìty o dìlení). Naví
 P je iredu
ibilní, tedy Pnemá netriviální dìlitele a je tedy minimálnímu polynomu roven a¾ na normování koe�
ientuu nejvy¹¹í mo
niny na 1. �I 9.2.17. Defini
e. Buïte T tìleso a P 2 T [x℄. Rozkladové tìleso polynomu P je nejmen¹ínadtìleso U 
 T takové, ¾e v nìm lze P rozlo¾it na souèin lineární
h polynomù, tj. ¾e v nìmle¾í v¹e
hny koøeny P .I 9.2.18. Vìta. Libovolný polynom stupnì alespoò 1 má rozkladové tìleso.Æ Dùkaz. Mìjme P 2 T [x℄ a ne
h» P = P1 � � �Pk pro Pi 2 T [x℄ je rozklad na iredu
ibilnípolynomy. Jsou-li v¹e
hny Pi stupnì jedna, je T samo rozkladovým tìlesem. Tedy ne
h» napø.P1 má stupeò alespoò 2. Pak existuje V 
 T takové, ¾e P1 má ve V koøen �, tedy lze rozlo¾itna polynom a lineární polynom.Tedy máme P = Q1 � � �Q` rozklad v tìlese V , kde jistì ` > k, nebo» jsme P1 rozlo¾ili. Jemo¾né, ¾e jsme rozlo¾ili ví
, ne¾ jen P1. Pokud opìt zbydou nìjaké stupnì alespoò 2, pro
esopakujeme. �10. Koneèná tìlesa� 10.1. Koneèná tìlesaI 10.1.1. Vìta (Wedderburn). Libovolné koneèné tìleso je komutativní.I 10.1.2. Vìta. Libovolné koneèné tìleso T má øád pn, kde p 2 P a n 2 N , pøièem¾ p = 
hTa n = dimZp T .Æ Dùkaz. T je vektorový prostor nad tìlesem Zp (a¾ na izomor�e) a dimZp T = n, a tedy T 3� =Pni=1 �iui, kde �i 2 Zp a (ui)ni=1 je báze T . Poèet n-ti
 (�1; : : : ; �n) je pn a z jednoznaènostivyjádøení prvku v bázi dostáváme, ¾e prvkù T je také pn. �I 10.1.3. Lemma (binomi
ká vìta). Ne
h» R je aso
iativní a komutativní okruh s jednotkou,ne
h» a; b 2 R� a n 2 N . Pak platí:(a + b)n = an + n�1Xi=1 �ni � aibn�i + bi:I 10.1.4. Lemma. V tìlese 
harakteristiky p 2 P platí:(a� b)pm = apm � bpm :Æ Dùkaz. Ne
h» nejprve m = 1. Dùkaz provedeme matemati
kou induk
í podle m.(m = 1, a+ b) Ch
eme ukázat, ¾e Pp�1i=1 �pi � aibp�i = 0. Zjevnì platí, ¾e p j p! = �pi � i!(p � i)!.Nebo» p je prvoèíslo, musí dìlit alespoò jeden z èinitelù. Nebo» pro 0 < i < p je i < p ap� i < p, platí p j �pi �, tedy �pi � je násobkem 
harakteristiky a tedy �pi � aibp�i = 0.69



(m = 1, a� b) Pro p = 2 je (a� b)2 = a2 � 2ab + b2 = a2 � b2 = a2 � b2 + 2b2 = a2 + b2 Pro pli
hé je (a� b)p = (a+ (�b))p = ap + (�b)p = ap � bp.(m! m+ 1) (a� b)pm+1 = �(a� b)pm�p = �apm � bpm�p = �apm�p � �bpm�p = apm+1 � bpm+1 .�I 10.1.5. Lemma. V koneèném tìlese øádu q platí pro v¹e
hny prvky aq = a.Æ Dùkaz. Ne
h» jU j = q, lib. a 2 U , a 6= 0. Pak a 2 U�, jU�j = q � 1 a podle Lagrangeovy vìtyøád a dìlí q � 1 a tedy aq�1 = 1. Potom té¾ aq = a, 
o¾ platí i pro a = 0, tedy pro v¹e
hnyprvky. �I 10.1.6. Vìta. K libovolným èíslu p 2 P a n 2 N existuje a¾ na izomor�smus právì jednotìleso øádu pn. Takové tìleso znaèíme GF(pn) (Galoisova tìlesa).Æ Dùkaz. Polo¾me q := pn a de�nujme P := xq � x 2 Zp[x℄. Ne
h» U je rozkladové tìlesopolynomu P a ne
h» U0 = f� 2 U jP (�) = 0g = f� 2 U j�q = �g. Dále P 0 = qxq�1 � 1x0 =ppn�1xq�1 � 1x0 = �1x0, tedy deriva
e nemá koøen a tedy v¹e
hny koøeny P jsou 1násobné.Uká¾eme, ¾e U0 je tìleso, tedy ¾e je uzavøené v tìlese U . Mìjme �; � 2 U0. Pak (�� �)q =(�� �)pn = �q � �q = �� �, tedy �� � 2 U0. Ne
h» naví
 � 6= 0, pak (���1)q = �q (�q)�1 =���1, tedy ���1 2 U0. Tedy jsme nalezli tìleso o pn prv
í
h.Jednoznaènost nedokazujeme. �I 10.1.7. Lemma. Buï G = (M; �) grupa a ne
h» a; b 2 M komutují, tj. ab = ba, a oznaèmem = jaj, n = jbj a r = jabj øády prvkù a, b a ab. Pak r jmn a tedy r � mn. A jsou-li m;nnesoudìlná, je r = mn.Æ Dùkaz. Platí (ab)mn = (am)n (bn)m = 1n1m = 1, tedy r jmn.Pro nesoudìlná m;n je 1 = (ab)mr = (am)rbmr = bmr) n jmr) n j r. Podobnì také m j r,tedy mn j r. �I 10.1.8. Vìta. Buï G = (M; �) grupa a ne
h» a; b 2 M komutují, tj. ab = ba, a oznaèmem = jaj, n = jbj øády prvkù a a b. Potom (9
 2M)(j
j = �(mn)).Æ Dùkaz. Polo¾me m = pk11 � � �pkrr pkr+1r+1 � � � pkr+sr+s a n = p`11 � � � p`rr p`r+1r+1 � � � p`r+sr+s , pøièem¾ ki � `ipro i 2 br a ki < `i jinak.Dále oznaème �m = pk11 � � � pkrr a �n = p`r+1r+1 � � � p`r+sr+s . Zjevnì Æ( �m; �n) = 1. Oznaème �a = am�m a�b = bn�n . Pak j�aj = �m a ���b�� = �n. Dále �a a �b komutují a mají nesoudìlné øády, oznaème 
 = �a�b,pak j
j = �m�n = �(m;n). �I 10.1.9. Vìta. Multiplikativní grupa libovolného koneèného tìlesa T je 
ykli
ká.
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Æ Dùkaz. Oznaème q = pn = jT j poèet prvkù tìlesa T , tedy T = GF(q) Víme, ¾e jT�j = q � 1.Vezmìme libovolné a 2 T ��Ne
h» jaj = q� 1, pak hai = T� a jsme hotovi. Ne
h» tedy m = jaj < q� 1. Mìjme libovolnéb takové, ¾e pro n = jbj platí n jm. Tedy víme, ¾e bm = 1 a tedy b je koøenem polynomuxn� 1 2 Zp[x℄, který má nejvý¹e m koøenù. A nebo» m < q� 1, existuje alespoò jeden prvek btakový, ¾e pro n = jbj platí n - m. Víme, ¾e T� je komutativní, tedy (9
)(j
j = �(m;n)) a nebo»n - m, je �(m;n) > m.Po koneènì mnoha kro
í
h musíme nezbytnì dojít k èíslu q � 1. �I 10.1.10. Defini
e. Primitivním prvkem koneèného tìlesa T je libovolný generátor jeho mul-tiplikativní grupy.I 10.1.11. Dùsledek. Libovolné koneèné tìleso má primitivní prvek.I 10.1.12. Poznámka. Mìjme Zp[x℄ a P 2 Zp[x℄ iredu
ibilní stupnì n. Pak Zp[x℄ = IP je tìlesoo pn prv
í
h a v následují
í vìtì uká¾eme, ¾e takto lze zkonstruovat v¹e
hna koneèná tìlesa.I 10.1.13. Pøíklad. Prozkoumejme GF(9).9 = 32, tedy Z3 = f0; 1; 2g a P = x2 + x+ 2, P nemá v Z3 koøen, tedy je iredu
ibilní.Platí x2 + x + 2 �P �, tedy x2 �P �x� 2 �P 2x+ 1 a 2x2 = x + 2.Prvky jsou f0; x0 � 1; x1 � x; x2 � 2x+ 1; x3 � 2x2 + x � 2x+ 2; x4 � 2; x5 � 2x; x6 �x + 2; x7 � x2 + 2x � x + 1g. Pro kontrolu spoèítáme, ¾e x8 � x2 + x � 1 = x0.Tedy x je primitivním prvkem GF(9). V¾dy existuje P , aby x bylo primitivním prvkempøíslu¹ného koneèného tìlesa. Takové P nazýváme primitivní polynom.I 10.1.14. Vìta. K libovolným p 2 P a n 2 N existuje P 2 Zp[x℄, takový, ¾e stP = n a P jeiredu
ibilní nad Zp.Æ Dùkaz. U¾ víme, ¾e existuje U = GF(pn), platí 
hU = p a Zp je prvotìleso U . Ne
h» � jeprimitivní prvek U . Uká¾eme, ¾e U = Zp(�).(�) Pokud x = 0, je x 2 Zp(�), pokud x 6= 0, je x = �k, tedy x 2 Zp(�).(�) Platí Zp [ f�g � U a Zp(�) je nejmen¹í takové, tedy Zp(�) � U .Nutnì � 6= 0, tedy � 2 U� a �q�1 = 1, kde q = pn. Tedy � je koøenem polynomu xq�1� 1 2Zp[x℄ a � je algebrai
ký nad Zp. Ne
h» M� je minimální polynom prvku � nad Zp. Pak M� jeiredu
ibilní a je stM� = st� = dimZp Zp(�) = dimZp U = n.Hledaným polynomem je tedy minimální polynom primitivního prvku tìlesa GF(q). �� 10.2. Eulerova funk
e �I 10.2.1. Defini
e. � : N ! N , �(n) je poèet èísel z bn, která jsou s n nesoudìlná.I 10.2.2. Pøíklad. �(1) = 1, �(2) = 1, �(3) = 2, �(4) = 2, �(5) = 4.
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I 10.2.3. Vìta. Buïte p; q 2 P, n;m 2 N . Pak(1) �(p) = p� 1;(2) �(pn) = pn � pn�1 = pn �1� 1p�;(3) p 6= q, pak �(pq) = �(p)�(q);(4) Æ(m;n) = 1, pak �(mn) = �(m)�(n).Æ Dùkaz.(1) Spe
iální pøípad (2).(2) S pn jsou soudìlné právì v¹e
hny násobky p, který
h je v bpn právì pn=p.(3) S pq jsou nesoudìlné právì v¹e
hny násobky p a q, který
h je v bpq právì q + p� 1.(4) Bez dùkazu. �I 10.2.4. Lemma. Ne
h» k; `;m 2 N . Pak pokud Æ(k;m) = Æ(`;m) = 1, platí Æ(k`;m) = 1.Æ Dùkaz. Existují u; v1;2 2 Z tak, ¾e u1k + v1m = 1 a u2` + v2m = 1. Vynásobením rovnostídostaneme (u1u2)kl + (u1v2k + v1u2`+ v1v2m)m = 1. �I 10.2.5. Vìta. Mìjme m 2 N , m � 2. Uva¾ujme Zm a de�nujme G�m := �k �� Æ(k;m) = 1	 �Z�m. Pak Gm s opera
í násobení tøíd je grupa o �(m) prv
í
h.Æ Dùkaz. Souèin tøíd pomo
í pøed
hozího lemmatu zùstane v G. Takté¾ Æ(1; m) = 1, tedy Gmá jednotku 1.Pokud k 2 G�, pak (9u; v)(uk+vm = 1), tedy uk+v m|{z}0 = uk = 1 a �k��1 = u. A z de�ni
eEulerovy funk
e plyne, ¾e jGmj = �(m). �I 10.2.6. Vìta (Euler, Fermat). Buïte m 2 N , m � 2 a ne
h» k 2 bm je nesoudìlné s m.Pak k�(m) �m 1.Æ Dùkaz. Pro k 2 G�m je �k��(m) = 1, tedy k�(m) �m 1. �I 10.2.7. Vìta (Malá Fermatova vìta). Je-li p 2 P a k 2 [p� 1, pak kp�1 �p 1Æ Dùkaz. Spe
iální pøípad Eulerovy-Fermatovy vìty pro p 2 P a tedy �(p) = p� 1. �I 10.2.8. Vìta (Velká Fermatova vìta). Pro n 2 N , n > 2 neexistují pøirozená a; b; 
taková, ¾e an + bn = 
n. 72
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